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Nivel 3 (Ensino Médio) - Gabarito

1. Encontre numeros racionais a, b e ¢ tais que

(1+2V2+ VA) (a+bV2 + V) = 1.

Resolucgao. Sendo a =1+ 22 + /4 temos que
a—1=2V2+V1
Elevando ambos os membros da equacao (1) ao cubo obtemos:
(o — 1) = (292 + V3)"
Desenvolvendo esta tltima igualdade tém-se
o —30% 4 30 — 1 =20+ 12(2V2 + V/4)

Substituindo a equagao (1) em (3) obtemos

a® —3a® +3a—1=20+12(a — 1)

Logo,
a®—3a>—9a—9=0

Isolando « na expressao acima obtemos que

2_3a—9
a—(a @ ):1
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Substituindo a = 1 + 2v/2 + /4 na expressao acima obtemos:

(1+2\3/§+ﬂ)<<1+2\7§+\ﬂ)2_3(1+2w+\‘7‘_1)—9)

9
O que nos da
1 1
(1+2V2+ V4) (gﬂ—g) =1

1

Logo,a:—%,b:()ec:3

E possivel obter uma outra solugao da seguinte maneira:



(1+2V2+ VD) (a+ b2+ V1) = (7)
(a+2b+4c)+ (2a+b+20)V2+ (a+2b+c)V4 = 1. (8)
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Comparando os membros da ultima igualdade obtemos o seguinte sistema de equagoes
com trés icognitas e trés variaveis:

a+2b+ 4c =1
20 +b+2c=0 (10)
a+2b+c=0

Resolvendo este sistema, obtemos a = %1, b=0, c=

(a) Fatore a expressao x? — 17zy + 16y%.
(b) Encontre todas as solugoes inteiras de x? — 17zy + 16y* = 454.

Resolugao.

(a) Pensando em 22 — 17yx — 16y* como uma equacgio do segundo grau com coefici-
entes 1, —17y e 16y? obtemos que as rafzes y e 16y. Logo, a fatoracao desejada
é
z® — 1Tzy + 16y* = (z — y)(z — 16y).

(b) Queremos encontrar todas as solugoes inteiras de 2 — 172y + 16y = 454. Note
que a decomposicao em primos de 454 é 2.227 (Se convenga que 227 é primo
dividindo-o por todos os nimeros primos menores que sua raiz quadrada). Desse
modo, temos que

(x —y).(z — 16y) = 2.227

Como z e y é inteiro, temos que x —1y é inteiro que divide 454. Conseguentemente,
xr — y|2 ou & — y|227. Isso nos da 4 possibilidades:

e rx—y =2ex— 16y = 227. Resolvendo o sistema obtemos z = —13 e
y = —15.
o r—y=227¢x— 16y = 2. Resolvendo o sistema obtemos x = 242 ¢ y = 15.
e r —y=—2ex— 16y = —227. Resolvendo o sistema obtemos x = 13 e
y = 15.
o v —y = —227e x — 16y = —2. Resolvendo o sistema obtemos z = —242 e
y = —15.
|



3. Mostre que, para cada numero natural n existe um multiplo de n diferente de zero
escrito exclusivamente com algarismos 0 e 5.

Resolugao. Considere a sequéncia infinita de nimeros naturais S = {5, 55, 555, 5555, ... }.
Fixado um natural n existe n possibilidade de restos na divisao por n. Como a
sequéncia S é infinita pelo principio da casa dos pombos, certamente existem dois
nimeros t; e ty pertencentes a S com t; < ty que deixam o mesmo resto na divisao
por n. Note que t; —t; é um inteiro positivo escrito exclusivamente com os algarismos
zero e cinco que é multiplo de n [ |

4. Suponha que f é uma funcao que esta definida nos inteiros positivos, toma valores
inteiros e tem as seguintes propriedades:

(a) f(5) =5;
(b) f(m.n) = f(m).f(n) para todos os inteiros positivos m e n;

(¢) f(m)> f(n) se m > n.

Prove que, necessariamente, f(n) = n para todo inteiro n positivo.

Resolugao. Sabemos que f(5) = 5. Como f(5) = f(5.1) = f(5).f(1) temos que
f(5) = f(5).f(1),edal f(1) = 1. Uma vez que f(2) é inteiro positivo, pela propriedade
(c) 1 < f(2) e f(4) = f(2)? < 4, necessariamente f(2) = 2. Logo, f(4) = f(2).f(2) =
4, e como f(2) < f(3) < f(4), f(3) =3.

Vamos provar que f(n) = n para todo inteiro n positivo por indugao. Suponha por
hipétese de indugao que m > 2 e que f(n) = n para todos os inteiros positvos menores
que m.

Se m for par entao existe um inteiro positivo k tal que m = 2k com k£ < m. Assim,
por hipétese de indugao, f(k) = k e, consequentemente f(m) = f(2k) = f(2).f(k) =
2.k =m.

Se m for impar tmeos que existe inteiro positivo k tal que m = 2k + 1. Note que k
e k 4+ 1 sdo menores que m, assim, por hipdtese de indugao f(k) = ke f(k+1) =
k + 1. Note ainda que 2k < m < 2k + 2, logo f(2k) < f(m) < f(2k + 2). Como
f2k) = f(2).f(k) =2k e f(2k+2) = f(2.(k+ 1)) = 2(k = 1) = 2k + 2, temos que
2k < f(m) < f(2k+2). Assim, a unica possbilidade de valor para f(m) é 2k+1 = m.

Desse modo, concluimos por indugao forte que f(n) = n para todo inteiro positivo m.
|

5. (Problema e resolugao propostos pelo professor Adriano Régis DM-UFRPE)Sejam
ABC e DEF triangulos tais que Z/CAB = /ZFDFE > 90°, AB = DE e BC = EF.
Mostre que os triangulos ABC e DEF sao congruentes.



Resolucao. Sejam BP e E() as alturas relativas aos lados AC' e DF'; dos triangulos
ABC e DEF; respectivamente. Desde que os angulos CAB e F'DFE sao obtusos, essas
alturas sao exteriores aos respectivos triangulos.

B

Os triangulos ABP e DEQ sao congruentes pelo caso “hipotenusa - angulo agudo”
de congruéncia de triangulos retangulos (ou ALA ja que ABP = DE'Q) Portanto,
BP = E(@ e podemos concluir que os triangulos BPC' e EQF sao congruentes pelo
caso “Hipotenusa-cateto” (ou LLL fazendo uso do teorema de Pitagoras). Sendo assim,
temos PBC = QEF e consequentemente ABC = DEF: Logo os triangulos ABC e

DEF sao congruentes pelo critério LAL.

E possivel obter outra solugao utilizando a lei dos senos: Temos

BC  AB
senCAB  senBCA
EF  DFE
senFDE  senEFD
Por hipétese sabemos que
BC  EF
senCAB  senFDE
Logo,
AB DFE
senBOA  senEFD

Segue-se que

senBCA = senEFD.

Sendo esses angulos agudos, concluimos que B C'A = EFD e assim obtemos o resultado

pelo critério de congruéncia ALA.



