Olimpiada Pernambucana de Matematica - 2015
Nivel 2 (8° e 9° anos)

1. Quantos ntimeros com dois algarismos distintos sao compostos?
Resolucao. Para fazer essa contagem utilizaremos o principio da inclusao-exclusao.
Observe que os numeros compostos com dois digitos distintos sao maiores ou iguais
a 10 e menores ou iguais a 99. Além disso, um numero composto menor que 100 é
miultiplo de 2,3,5 ou 7. Dentre os niimeros com dois algarismos:

e 45 sao multiplos de 2

e 30 sao multiplos de 3

e 18 sao multiplos de 5

e 13 sao multiplos de 7
Assim, temos 106 nimeros com dois algarismos que sao multiplos de 2, 3, 5 e 7. Porém
contamos os multiplos de 6 = 2.3 duas vezes. (Por exemplo, o nimero 12 foi contado
duas vezes por que é multiplo de 2 e de 3.) Desse modo devemps subtrair os 15
multplos de 6 com dois algarismos. Além disso, os multiplos de 10 = 2.5, 14 = 2.7,

15 =3.5,21 = 3.7 e 35 = 5.7 também foram contados duas vezes. Dentre os niméros
com dois algarismos

15 sao multiplos de 6

9 sao multiplos de 10

7 sao multiplos de 14

6 sao multiplos de 15

4 sao multiplos de 21

e 2 sao miiltiplos de 21

Assim temos que subtrair 43 ntimeros dos 106 que contamos antes, o que resulta em 63.
Porém, subtraimos os miltiplos de 30 = 2.3.5 duas vezes. (Por exemplo, subtraimos
0 30 uma vez por que ele é multiplo de 6 = 2.3 e uma vez porque ele é multiplo de
10 = 2.5. ). Além disso, os miltiplos de 42 = 2.3.7, 70 = 2.5.7 e 105 = 3.5.7 também
foram subtraidos duas vezes. Dentre os nimeros com dois algarismos

e 3 sao multiplos de 30
e 2 sao multiplos de 42
e 1 é multiplo de 70



e ( sao multiplos de 105

Assuim temos que somar 6 numeros a 63, o que resulta em 69 numeros com dois
algarismos compostos. Mais algum numero foi somado duas vezes? A resposta é nao,
pois os nimeros candidatos a serem somados duas vezes sao multiplos de 210 = 2.3.5.7.
e nao existem numéros com dois algarismos compostos. Mas ainda nao acabou. Falta
subtrair os nimeros compostos com dois algarismos iguais. Existem 8 desses ntimeros.
Assim existem 61 = 69 — 8 niimeros compostos com dois algarismos distintos. [

. Encontre todas as solucoes da equagao
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Resolucao. Primeiro, trabalharemos com o lado esquerdo da equacao:
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Agora, nos concentraremos na soma 1 +2+3+4+ ... + 99 4+ 100. Observe que somar
a primeira e a ultima parcela resulta em 101. Do mesmo modo, somar a segunda e
a penultima parcela resulta em 101. Prosseguindo com esse raceiocinio obtemos uma
soma com H0 parcelas iguais a 101. Desse modo, xt =14+2+3+4+ ... + 99+ 100 =
50.101 = 5050. [

(a) Fatore a expressao z% — 17zy + 16y>.
(b) Encontre todas as solugoes inteiras de x? — 17zy + 16y* = 454.

Resolucao.

(a) Pensando em x? — 17yx — 16y como uma equagao do segundo grau com coefici-
entes 1, —17y e 16y obtemos que as rafzes y e 16y. Logo, a fatoracao desejada
é
2 — 17zy + 16y = (x — y)(x — 16y).
(b) Queremos encontrar todas as solugoes inteiras de z? — 17zy + 16y* = 454. Note
que a decomposicao em primos de 454 é 2.227 (Se convenga que 227 é primo
dividindo-o por todos os niimeros primos menores que sua raiz quadrada). Desse

modo, temos que
(x —y).(x — 16y) = 2.227
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Como z e y é inteiro, temos que x —y ¢ inteiro que divide 454. Conseguentemente,
xr — y|2 ou & — y|227. Isso nos da 4 possibilidades:

e rx—y =2ex— 16y = 227. Resolvendo o sistema obtemos z = —13 e
y = —15.
o r—y=227¢ex— 16y = 2. Resolvendo o sistema obtemos x = 242 e y = 15.
e r —y = —2e¢x— 16y = —227. Resolvendo o sistema obtemos = = 13 e
y = 15.
e v —y = —227e x — 16y = —2. Resolvendo o sistema obtemos z = —242 e
y = —15.
|

4. Dados 27 ntimeros consecutivos com 4 algarismos existe um que ¢ divisivel pela soma
dos seus algarismos?
Resolugao. A resposta para essa pergunta é nao. De fato, vamos exibir uma
sequéncia com 27 nimeros consecutivos tais que nenhum dos niimeros dessa sequéncia
¢é divisivel pela soma de seus algarismos.
Dentre 27 nimeros consecutivos um deles, digamos abcdyg, ¢ multiplo de 27. Em
particular, abcd,y também é multiplo de 9. Pelo critério de divisibilidade por 9, temos
que 9)a + b+ ¢+ d. Uma vez que a,b,c, e d sao digitos, a + b+ ¢+ d < 36. Assim,
a+b+c+d=29,18,27 ou 36. Como a+ b+ c+d = 36 sé é possivel se abcbd;y = 9999
e 36 nao divide 999, a + b + ¢ + d s6 pode ser 9,18 ou 27. Sea+b+c+d =9 ou
27 temos que a + b + ¢ + c|abedy. Existe um problema quando a +b+c+d = 18 e
18 nao divide abcdyy pois 18 nao divide 27. Para constrir a nossa sequéncia devemos
encontrar um numero abcdyy com as seguintes propriedades:

e abcdyy é multiplo de 27

e a+b+c+d=18

e abcedig nao é multiplo de 18

e abcdig — 9 e abedig — 18 sao ambos ntimeros cuja a soma dos seus algarismos 27
Nessas condi¢oes podemos concluir que d é impar, que ¢ = 0 e que a +d — 8b ¢
miultiplo de 27. Temos que 9207 tem todas a propriedades desejadas. Observando a

tabela abaixo encontramos a sequeancia desejada. Assim a resposta para a pergunta
do enunciado é nao.
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9207 18 511,5
9206 17 541,5204118




9205 16 575,3125
9204 15 613,6
9203 14 657,3571429
9202 13 707,8461538
9201 12 766,75
9200 11 836,3636364
9199 28 3285357143
9108 27 340,6666667
9197 26 353,7307602
9196 25 367,84
9195 24 383,125
9194 23 399,7391304
9193 22 417,8636364
9102 21 437 7142857
9191 20 459,55
9190 19 4836842105
9189 27 340,3333333
9188 26 353,3846154
9187 25 367,48
9186 24 382,75
9185 23 399,3478261
9184 22 417 4545455
9183 21 4372857143
9182 20 459.1
9181 19 4832105263

5. (Problema e resolucao propostos pelo professor Adriano Régis DM-UFRPE) Sejam
ABC e DEF triangulos tais que Z/CAB = /FDFE, AB = DE e BC = EF. Se
os angulos ZABC' e ZDFEF sao obtusos, mostre que os triangulos ABC e DEF' sao

congruentes.

Sabemos que o caso: “Angulo-lado-lado” (ALL), em geral, ndo é um caso de con-
gruencia de triangulos. No entanto, com algumas restricoes, podemos concluir a con-
gruéncia de triangulos nesse caso. Vejamos:

Resolucao. Sejam BP e E() as alturas relativas aos lados AC' e DF'; dos triangulos
ABC e DEF; respectivamente. Desde que os triangulos ABC e DEF sao obtusos,

essas alturas sao interiores aos respectivos triangulos.
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Os triangulos ABP ¢ DEQ sao congruentes pelo caso “hipotenusa - angulo agudo”
de congruéncia de triangulos retangulos ( ou ALA ja que ABP = DEQ) Portanto,
BP = E(@ e podemos concluir que os triangulos BPC' e EQF sao congruentes pelo
caso “Hipotenusa-cateto” (ou LLL fazendo uso do teorema de Pitdgoras). Sendo
assim, temos PBC = QEF e consequentemente ABC = DEF: Logo os triangulos
ABC e DEF sao congruentes pelo critério LAL.



