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“A matemdtica, vista corretamente, possui
ndo apenas verdade, mas também suprema beleza
- uma beleza fria e austera, como a da escultura.”

(Bertrand Russell)






Resumo

Nesta disserta¢do realizaremos um estudo sobre algumas funcdes aritméticas. Veremos teoremas,
propriedades, demonstracdes e alguns resultados importantes. Além disso, usaremos de técnicas
de andlise combinatdria para estabelecer relacdes entre elas, o que € de extrema importancia pois
descaracteriza a ideia de que a matemadtica € desvinculada e segmentada. Buscamos oferecer
uma abordagem combinatdria para a teoria elementar de nimeros. A justificativa para este
ponto de vista é que podemos apresentar a analise combinatdria e teoria dos nimeros como
disciplinas irmas. Eles compartilham uma certa intersecdo do conhecimento comum e cada um
genuinamente enriquece o outro. Desta forma, ao estudar a teoria dos nimeros a partir de uma
perspectiva combinatdria, alunos e professores se beneficiam da consequente simplicidade das

provas de muitos teoremas, sendo poupados de repeti¢do e adquirindo novos insights.

Palavras-chave: funcdes aritméticas, teoria dos niimeros, combinatdria.






Abstract

In this dissertation we will perform a study on some arithmetic functions. We will see theorems,
properties, demonstrations, and some important results. In addition, we will use usual techniques
in combinatorial analysis to establish relationships between them, which is extremely important
because it changes the idea that mathematics is unlinked and segmented. We seek to offer a
combinatorial approach to the elementary theory of numbers. The justification for this view is
that we can present combinatorial analysis and number theory as sister disciplines. They share a
certain intersection of common knowledge and each one genuinely enriches the other. In this
way, when studying number theory from a combinatorial perspective, students and teachers
benefit from the consequent simplicity of proofs of many theorems, being spared repetition and

acquiring new insights.

Keywords: arithmetic functions, number theory, combinatorics.
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Introducao

Neste trabalho serdo estudados conceitos, propriedades e alguns resultados sobre funcdes
aritméticas. Qualquer funcdo cujo dominio seja algum subconjunto dos inteiros positivos e ex-
pressem alguma propriedade aritmética sobre eles ¢ chamada de funcdo aritmética. Nosso estudo
aborda as propriedades dos inteiros positivos relacionados com a primalidade, a divisibilidade e

a operagdes elementares.

As fungdes ¢(n) de Euler, a quantidade de nimeros coprimos com n menores que 7,
7(n), a quantidade de divisores de n e o(n), a soma dos divisores de n, sdo fungdes aritméticas
que desempenham um papel importante em teoria dos nimeros. Realizaremos um estudo de
cada uma destas fung¢des aritméticas, usaremos algumas técnicas de andlise combinatdria para
estabelecer relagdes entre elas e entdo generalizaremos nossos resultados das por meio da fungdo
de Mobius p(n).

Para alguns importantes teoremas sdo apresentadas demonstracdes combinatdrias e
fornecemos alguns exemplos que ajudam a compreender as ideias utilizadas nas demonstragdes.
Apresentamos ainda um significativo nimero de problemas resolvidos, dentre estes hd questdes

de olimpiadas internacionais envolvendo as funcdes apresentadas neste trabalho.

Tentamos relacionar nosso trabalho com alguns temas pertinentes ao Ensino Basico. Por
exemplo, nimeros primos, divisores de um nimero natural e operacdes elementares (adigdo,
subtracdo, multiplica¢do, divisao) sdo abordados no 6° ano do Ensino Fundamental, e também
sdo conteudos necessdrios e suficientes para entender as definicdes das funcdes aritméticas
apresentadas. Além disso, apresentaremos a funcao de Euler interligando com o Principio da
Inclusdo e Exclusao, que € visto por alunos do Ensino Médio quando estudam Teoria dos

conjuntos.
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1 Resultados preliminares

Neste capitulo faremos uma breve revisdo de alguns contetidos da aritmética como:
propriedades dos inteiros, divisibilidade, nimeros primos e compostos. Algumas resultados
importantes serdo apresentados sobre os nimeros primos, como por exemplo, o Teorema Funda-
mental da Aritmética, onde todo inteiro maior do que 1 pode ser representado de modo unico
como um produto de fatores primos, a menos da permutacao dos fatores. O leitor que desejar

informacdes mais detalhadas pode consultar as referéncias citadas.

1.1 Nuameros inteiros

O conjunto nos nimeros inteiros € representado por Z, e é formado pela unido de trés
conjuntos, 0os nimeros naturais, o conjunto contendo apenas o zero e o conjunto dos simétrico
dos naturais. Denotamos por Z = {N} U {0} U {—N}, ou ainda

Z=A{-,-3,-2,—1,0,1,2,3,---}
A seguir veremos algumas propriedades dos nimeros inteiros com relacdo a adicdo e
multiplicacdo. Essas operacdes estdo bem definidas nos inteiros, ou seja, quando somamos ou

multiplicamos dois nimeros inteiros iremos obter como resultado outro inteiro. Vale ressaltar

que operagdo divisao ndo estd bem definida para os inteiros.

Para todos a, b, ¢ € Z valem as propriedades:
Propriedade 1.1. As operacdes de adi¢do e multiplicagdo em inteiros satisfazem as seguintes
propriedades:
(1) (Comutatividade)a+b=b+a e a-b=0b-a
(ii) (Associatividade) (a +b)+c=a+(b+c) e (a-b)-c=a-(b-c)
(iii) (Elementoneutro)a +0=a e a-1=a
(iv) ( Elemento simétrico da adi¢do) a + b = 0, onde b = —a
(v) (Multiplicag@o distributiva em relagdo a adi¢do.) a- (b+¢)=a-b+a-c
Propriedade 1.2. a - 0 = 0, para todo a € Z.
Propriedade 1.3. Z ¢ um dominio de integridade, isto é,se a - b = O entdo a = 0 ou b = 0.

Propriedade 1.4. (Tricotomia) Dados a,b € Z, apenas uma das possibilidades a seguir é
verdadeira
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(1) a=1b;
2) b—a€eN;
3) —(b—a)=(a—b)eN
Iremos agora definir a relacdo “menor que” entre dois nimeros inteiros, observe a
proxima definicao.
Definicao 1.5. Para a,b € Z dizemos que a é 'menor que’ b se b — a € N, denotamos por a < b.

Propriedade 1.6. Para a,b € Z valem as seguintes propriedades

(1) Sejac € Z,a < bse, e somente se, a + ¢ < b+ c.
(i) Sejace N, a < bse,esomentese,a-c<b-c.
(i) Sea<bec<Oentaob-c < a-c.
(iv) Sea <beb < centido a < c.
Agora iremos definir a relagdo “menor ou igual que” entre dois niimeros inteiros, observe
a seguinte definigao.

Definicao 1.7. Para a, b € Z dizemos que a é menor ou igual que b se a < bou a = b, denotamos

pora <boua <b.

Propriedade 1.8. Para a, b, c € Z valem as seguintes propriedades

(1) (Reflexiva) Paratodoa € Z, a < a.
(i1) (Antissimétrica) Paratodo a,b € Z,a < be b < a teremos a = b.
(iii) (Transitiva) Para todo a,b,c € Z,a < be b < c teremos a < c.
(iv) (Cancelativa em relagdo com a adi¢do) Para todo a,b,c € Z,se a < bentdoa+c < b+ c.
Note que a relagdo “menor ou igual que” € uma relagcdo de ordem pois a < a € verdadeiro

para a € N. Vamos agora definir o valor absoluto de um inteiro. Por outro lado, observe que a

relacdo < ndo é uma relacdo de ordem pois a < a € falso para a € N.

Definicao 1.9. Seja a € Z, o valor absoluto de a ou médulo de a, é definido como:

a sea >0,
la| =
—a sea<0.

Observe que |a| > 0 para todo a € Z.
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Propriedade 1.10. Para a, b € Z teremos as seguintes propriedades do valor absoluto:

(i) |a-b] = |a] - [b]
() la| >b&s —a<b<a
(iii) | —al <a <|a|
(iv) [la| — [b]| < [a £ b] < |a| + [b]

Caso o leitor tenha interesse, as demonstragdes das propriedades citadas nesta secao
podem ser encontradas em (1).

1.2 Divisibilidade

Teorema 1.11. (Divisdo Euclidiana (1, Teorema 3.10)) Dados a,b € Z com b # 0, existem
q,r € 7 tais que
a=bg+r, 0<<|b.

Tais q e r sdo unicamente determinados e os chamamos de quociente e de resto da divisdo de a

por b.

Definicao 1.12. Dados a,b € Z dizemos que a divide b quando existir ¢ € Z talque b = a - ¢,
denotamos por a|b e dizemos que a é um divisor de b, ou ainda, b é miiltiplo de a. Caso a ndo
divida b denotaremos por a 1 b.

Exemplo 1.13. De acordo com a defini¢do temos que 2|6 pois 6 = 2 - 3. Também podemos
afirmar que para todo a € Z temos ala e 1|a pois a = a - 1, além disso a|0 pois 0 = a - 0. E se
0|a teremos a = 0.

A seguir temos algumas propriedades da divisibilidade.

Propriedade 1.14. Se a|b e b|c entdo alc.

Demonstracdo. Se alb e b|c entdo existem p,q € Z taisque b = a - pe ¢ = b - q. Assim teremos

c=b-q=(a-p)-c=a-(p-c),logoalc. O

Propriedade 1.15. Se a|b e a|c entdo a|(b £ ¢).

Demonstra¢do. Como alb e alc, existem r,s € Z taisque b = a-rec = a - s. Assim
btc=a-rta-s=a-(r+s),logoal(bxc). O

Propriedade 1.16. Se a|b entdo a|bp para qualquer p € Z.
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Demonstragdo. Como a|bexiste r € Z taisque b =a-r. Assimbp=a-r-p=a-(r-p),logo
al(bp). O

Propriedade 1.17. Se a|b e a|c entdo a|(bp + cq) para quaisquer p, q € Z.

Demonstracdo. Como alb e alc, existem r, s € Z taisque b =a-rec=a-s. Assim

bp+cg=(a-r)p+(a-s)g=a-(r-p)+a-(s-q), logoal(b-p+c-q).

A partir dessas propriedades outras seguem:

Propriedade 1.18. Para a, b, ¢ € Z temos:

(1) Sejama,b,p,q € Zcoma #0eb #0,sealpeb|q entdioa-blp-q.
(ii) Sejam a,b,c € Z com a # 0, tal que a|(b £ c) entdo a|b <= alc.

(iii) Sejam a,b € Z com b # 0, tais que a|b, entdo |b| > |al.

Um divisor préprio de um inteiro positivo n € qualquer divisor de n diferente dele mesmo.
Desta forma, um ndmero primo possui exatamente um divisor proprio, a saber, o nimero 1, e
qualquer outro niimero possui a0 menos dois divisores proprios. Veremos agora os conceitos de

mdc e mmec. Para as defini¢cdes a seguir considere os seguintes conjuntos:
Conjuntos dos divisores de n:  D,, = {r; € N|r; divide n}
Conjuntos dos multiplos de n: ~ M,, = {s; € N|s; é multiplo de n}
Definicao 1.19. (Maximo Divisor Comum) Dados dois nimeros naturais a e b ndo nulos, o

mdximo divisor comum de a e b serd o maior elemento da intersecdo de D, e Dy, denotaremos

por mdc(a,b) ou (a,b).

Exemplo 1.20. Considere os nimeros 24 ¢ 36. Os conjuntos dos divisores sdo Doy = {1,2,3,4,6,8, 12,24}
e Dss = {1,2,3,4,6,9,12, 18,36 }. Temos a intersecdo desses conjuntos Do,UDss = {1, 2,3, 4,6, 12}.
O maior elemento de Doy U D3g é 12, portanto (24, 36) = 12

Defini¢ao 1.21. (Minimo Multiplo Comum) Dados dois nlimeros naturais a € b ndo nulos, o
minimo miltiplo comum de a e b serd o menor elemento nao nulo da intersecdo de M, e M,,

denotaremos por mmc(a, b).

Exemplo 1.22. Considere os nimeros 6 e 4. Temos M, = {0,4,8,12,16,20,---} ¢ Mg =
{0,6,12,18,24,30,--- }. A intersecao desses conjuntos é My N Mg = {0, 12,24, 36,48}. O

menor elemento nio nulo da intersecdo desses conjuntos € 12, portanto mmc(4,6) = 12

Para um estudo mais aprofundado sobre divisibilidade ou propriedades do mmc e mdc,

consultar(2).
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1.3 Numeros Primos

Um ndmero natural maior do que 1 pode ser um nimero primo ou um nimero composto,

observe as seguintes defini¢des:

Definicao 1.23. Todo inteiro positivo maior que 1 e divisivel por apenas 1 e ele mesmo ¢

chamado de primo.

Definicao 1.24. Todo inteiro positivo maior que 1 que possui como divisores niimeros naturais

diferentes de 1 e ele mesmo é chamado de composto.

Exemplo 1.25. O nimero 5 possui como divisores 1 e o préprio 5, portanto € primo. J4 o niimero

6 possui como divisores os ndmeros {1, 2, 3,6}, logo ndo é primo.

Dados a,p,q € N, com p e ¢ primos, teremos as seguintes proposi¢oes:

Proposicao 1.26. Se p

q, entdo p = q.
Demonstracdo. Se plq e g é primo, entdo ou p = 1 ou p = ¢. Mas como definimos um ndmero
primo como sendo um niimero maior que 1, entdo p = q. Ol

Observagdo 1.27. Dizemos que dois inteiros a e b sdo relativamente primos ou coprimos se
mdc(a,b) = 1. Por exemplo, como mdc(6,13) = 1 temos que 6 e 13 sdo relativamente primos,

ja 6 e 16 ndo sdo coprimos pois mdc(6, 16) = 2.

Proposicdo 1.28. Se p 1 a, entdo p e a sdo primos entre si, ou seja mdc(p, a) = 1.

Demonstracdo. Se mde(p,a) = r entdo r|p e r|a. Como p é primo teremos r = 1 our = p,
mas p # 1, ja que p ndo divide a, logo r = 1. O

Teorema 1.29. (Bachet-Bézout (3, Teorema 2.3) ) Sejam a,b € Z. Existem x,y € 7 com

ax + by = mdc(a,b).

Demonstragdo. O leitor pode verificar a prova deste teorema em (3, Teorema 2.3). 0

Teorema 1.30. (Lema de Gauss (3, Teorema 2.3)) Sejam a,b,c € Z. Se a|bc e mde(a,b) = 1

entdo alc.

Demonstragdo. Como albe, existe r € Z tal que bc = ra. Mas como mdc(a,b) = 1 existem
m,n € 7 tais que am + bn = 1. Podemos entdo fazer o seguinte cdlculo c(am + bn) = 1.c.

Como c(am + bn) = acm + cbn = acm + ran = a(cm + rn) teremos ¢ = a(cm + ) logo
ale. O

Teorema 1.31. (Lema de Euclides (3, Teorema 2.3)) Sejam a,b,p € 7. Se p|ab, entdo p|a ou
plb.
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Demonstragdo. Suponha que p  a entdo mdc(p,a) = 1. Temos plab e mde(p,a) = 1, pelo
teorema anterior p|b. O

Corolario 1.32. Considere p1,ps,ps,- - , Do NUmMeros primos, se p|py - pa * P3 - ... - Pn, €NLdo

p=p;paraalgumi=1,23 --- n.

O préximo teorema € primordial para o nosso estudo sobre funcdes aritméticas, o leitor

pode saber mais sobre ele em (1, Capitulo 7).

Teorema 1.33. (Teorema Fundamental da Aritmética (1, Teorema 7.3)). Todo niimero natural
maior do que 1 ou é primo ou se escreve de modo tinico, a menos da ordem dos fatores, como

um produto de niimeros primos.
n=Dpi-P2--. "D

onde p; sdo todos primos.

Corolario 1.34. Dado n niimero natural, existem primos p; < ps < p3 < --- < p; € N tais que

r1 T2 r;

n=p -p2 “Di

com r; niimeros naturais.

No Livro IX dos Elementos, Euclides respondeu uma pergunta: Quantos serdo os nud-
meros primos? Para mostrarmos que existem infinitos nimeros primos utilizaremos a mesma
demonstracdo dada por ele. Este é o primeiro registro de uma demonstracao por redugdo ao

absurdo em matematica.

Teorema 1.35. (1, Teorema 7.13) Existem infinitos niimeros primos.

Demonstragdo. Por absurdo, suponha que existe uma quantidade finita de nimeros primos,
sejam eles {py, p2, p3, - - - , p; }. Considere o ndmero natural n = p; - ps - p3 - ... - p;, € considere
seusucessor m =n-+1=mp; - ps-ps-...- p; + 1. Como m sempre deixa resto 1 na divisdo por
qualquer p;, vemos que p; ndo divide m. Por outro lado, teremos m composto, pois m # p;, para

todo j = {1, ...,7}. Logo existe um fator primo p; que divide m, o que é uma contradi¢do. [

Existem alguns tipos de nimeros primos especiais, como por exemplo os primos de
Mersene, que sao do formato 2P — 1, e os primos gémeos p e p + 2 (veja Observacdo 2.30 e
Exemplo 3.6 respectivamente). Para mais detalhes sobre primos especiais, o leitor pode consultar
em (1). Ainda em (1), o leitor pode ler a Se¢@o 7.2 e estudar um pouco mais sobre a distribui¢do

dos primos, o crivo de Eratéstenes, teorema dos nlimeros primos e problemas em aberto.

“Esses nimeros desempenham papel fundamental e a eles estdo associados muitos
problemas famosos cujas solug¢des tém resistido aos esfor¢os de vdrias geragdes de matematicos”

(HEFEZ, 2016, p.122). Como por exemplo, a conjectura de Goldbach, a qual afirma que todo
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nimero natural par maior que trés pode ser escrito como a soma de dois nimeros primos. Ela foi

proposta em 1742 e segue sem demonstracdo.

Em (2), o leitor pode encontrar uma leitura mais aprofundada sobre problemas em aberto,
o teorema dos nimeros primos, como também sobre os primos de Sophie Germain, férmulas para

primos, critérios de primalidade e programas que encontraram os maiores primos conhecidos.
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2 Funcoes 7(n) e o(n)

Neste capitulo estudaremos duas importantes fun¢des aritméticas: 7(n) e o(n). Apresen-
taremos teoremas significativos e suas demonstragdes, mostraremos como calcular 7(n) e o(n)

para um n relativamente grande e, além de disso, traremos questdes relacionadas a este tema.

2.1 Funcao 7(n) a quantidade de divisores de n

Definicao 2.1. Para n € N defina 7(n), o nimero de divisores naturais de n, por

T(n) =) 1.
dln

Observe que 7(n) = 1 se, e somente se, n = 1. Para um primo p teremos 7(p) = 2,
pois teremos dois divisores, a saber, 1 e o proprio n. Abaixo temos o grifico de 7(n) para
1 <n <1000:

Figura 1 — Gréfico de 7(n).

7(n)

. . = - ee -e ow % @m e o8 e sEmssmEs o L T T RN
15 F L - - -
. . . . .

10 p .« o o ee o LI L . o0 L e e - L] . LI
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mTREIs e or REEE crrIEEETER TEv PEEET ENTEES TERemOm = - oo
. L]
OGS I 0F @RS @ CH NG SO I S CEEE S § SN D D CEWE P WD CCNOE S0 W CWE W

n

L L L L L
200 400 600 800 1000

Fonte:<http://sites.millersville.edu/bikenaga/number-theory/divisor-functions/
divisor-functions.html>

Perceba que a linha horizontal y = 2 limita os pontos por baixo. Para n > 2 temos
T(n) > 2, pois se n for primo teremos 7(p) = 2 e caso n seja composto contaremos mais de

dois divisores.
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Teorema 2.2. Seja p um niimero primo, 7(p™) = m + 1

Demonstracdo. Os divisores de p™ sdo 1,pt, p? p3,- - ,p™, totalizando (m + 1) nimeros.
Portanto 7(p™) = m + 1. O

Teorema 2.3. (3, Teorema 6-3) Sejan = p1“! - p3* - - - p** a decomposi¢cdo de n em fatores

primos.
k

7(n) = (a1 + 1) (02 + 1) (a5 +1) -+ (o + 1) = [ ] (s + 1)

%

Demonstragdo. Por indug¢do sobre o nimero de fatores primos de n. Se n possuir apenas
um fator primo, n = p<, iremos ter os seguintes divisores 1,p!, p% p?,--- , p®. O que nos
fornece um total de (o + 1) divisores, logo 7(n) = 7(p*) = a + 1. Agora, assuma que
o teorema € viélido para k£ ou menos fatores primos. Entdo para n' = p;®' - py®2 .- pp**
temos 7(n') = (a; + 1) - (a2 + 1) - (ag + 1)--- (o + 1). Considere dy,ds,ds,--- ,ds 08

divisores de n'. Seja n = n’.p*+1, onde p € um primo que néo é fator de n’. Entdo os divisores

de n sdo di, do, d3, -+, ds, pdi, pda, pds, -+, pds, p*di, p*da, p*d, -+, p*+ids, p*iidy,
pHEtIdy, pRidy, -+, p*+idy, totalizando dy - dy - d3 - - - dg - (agy1 + 1) divisores. Portanto
7(n) =71(n') (1 + 1)=(a1 + 1) - (g + 1) -+ (. + 1) - (g1 + 1), U

Tendo em vista que 7 € calculdvel em poténcias de primos, iremos mostrar que esta

funcdo € multiplicativa.
Teorema 2.4. Sejam m e n niimeros naturais com mdc(m,n) = 1, entdo

T(m-n) =71(m)-7(n)

Demonstragdo. Queremos mostrar que 7 é¢ uma funcao multiplicativa. Sejam m e n relativamente
primos e considere as seguintes decomposicdes em fatores primos m = p;* - ps®? - - - p,*s e

n=aq"% ¢*” - q", comp; # q; para todos ¢ e j. Logo

g |

Qs B£1 B2 Br)

T(m ’ n) = T(plal " D2 Ps g1 g2y

Pelo Teorema 2.3

a2 |

T(m-n) =T p ™ g g,
=(m+1)-(aa+1)-(as+1)- (Br+1)-(Bo+1) (5 +1)

=7(m)-71(n)
(I

Corolario 2.5. Sen = p;® - py®2 -+ - pp, entd@o T(n) = 7(p1™*) - 7(p2°2) - T(ps®®) - - - T(Pr™*).
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Exemplo 2.6. Vamos calcular 7(504).

7(504) = 7(2* - 3%.7)
=7(2%)-7(3%) - 7(7)
=4.3.2
=24

Corolario 2.7. Sejam r, s niimeros naturais e p um nimero primo. Entdo

T(p") - T(p°) > T(p"F?).

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.2 temos 7(p") =r + 1 e 7(p®) = s + 1. Entdo

(@) -T(*)=(+1)-(s+1)
=r+s+1+r-s

Note que r - s > 1,logo 7(p") - 7(p®) > r+s+1=7(p"*%). O

Exemplo 2.8. Observe os seguintes resultados

Note que 7(4) - 7(8) = 3-4 > 6 = 7(32). Concluimos que 7(2%) - 7(2%) > 7(2213).

Teorema 2.9. Se m e n sdo niimeros naturais que ndo sdo primos entre si, entdo 7(m) - 7(n) >

T(m - n).

Demonstragdo. Como nao sao coprimos, m e n possuem fatores primos em comum, sejam eles
P1,D2, D3, - - -, Dk. Podemos escrever m = a-py" pa"?-ps™ - - pp"Fen = b-pr ¥ pa®2ps® - prtE,
onde mdc(a,b)=1, com mdc(a, p;) = mdec(b, p;) = 1 para todo i. Dat,

T(m-n)=7(a - pi™ - pa" - ps" ™ b Pt e ps®t e pF)

_ r1+s r2+s r3+s8 T +s
—T(a-b-p11 1,p22 2_p33 3_..pkk k)

Como a, b, p, € ps sa0 coprimos para quaisquer 7 e s, pelo Teorema 2.4, podemos fazer o seguinte

calculo:

T(m-n)=7(a) - 7(b) - T(p" ) - T(pa"212) - T(ps"¥T3) - T (py RN
O Corolario 2.7 nos diz que para cadai = 1,2,3,--- | k teremos 7(p;,"" %) < 7(p;’) - 7(p;*),
portanto

T(men) <7(p")-7(pr™)T(p2") T (p2)-7(ps") T (ps™) - - - T(0x"™) T (p1™*)-7(a)-7(b) = 7(m)-T(n)
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Portanto,

T(m-n) <71(m)-7(n)

O

Mostramos no Teorema 2.4 que a fun¢do 7 € multiplicativa. Mas esta funcdo ndo é
completamente multiplicativa, isto é, existem m e n inteiros tais que 7(m - n) # 7(m) - 7(n). De

fato, vimos acima que 7(m - n) < 7(m) - 7(n) para m e n ndo coprimos.

Exemplo 2.10. (4, Problema 6.2.3)(Olimpiada Austriaca de Matemadtica - 1995) Quantos nime-
ros pares e fmpares dividem 3'2 — 1 e ndo dividem 3% — 1, parak =1,2,3,--- ,11.

Demonstragdo. Note que 312 —1 = 531440 = 2%.5.7-13-73. O niimero de divisores, 7(312—1)
é¢dadopor (4+1)-(1+1)-(14+1)-(1+1)-(14+1) = (4+1)-2-2-2-2 = 80. Da decomposicio
em fatores primos, vemos que destes divisores 1-2-2-2-2 = 16 sdo imparese 4-2-2-2-2 = 64

sdo pares. Para 3* — 1com k =1,2,3,--- , 11 temos:
3l—1=2
3P¥-1=2
3¥—-1=2-13
3'—1=2"5
3P —-1=2-117

30 -1=2%.7-13
3" —1=2-1093
PF—1=25.5.41
39 —-1=2-13-757
310 -1=2%.11%-61
3 —1=2.23.3851

Olhando os divisores impares destes termos temos alguns que dividem 3'2 — 1, sdo eles:

1,5,7,13,91. J4 os divisores pares em comum com 3'? — 1 sdo:

2! para 1 <13 <4,

20.5 para 1<i<4
2.7 para 1<5<3
2/.13 para 1<5<3
27.91 para 1<5<3

Totalizando 17 divisores pares. Assim, restam 47 divisores pares e 11 impares que dividem
32 — 1 e que ndo dividem 3 — 1 parak =1,2,3,---,11. O
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Exemplo 2.11. (4, Problema 6.2.2)(Olimpiada Iraniana de Matematica - 1998) Encontre todos
0s inteiros positivos d que tenham exatamente 16 divisores inteiros positivos dy, ds, - - - , dy¢ tais
que

l=di<dy<---<dig=d, de=18 e dy—dg=1T7.

Demonstracdo. Considere d = p1®' - p*? - - - p** sendo py, s, - - - , P, primos distintos. Sa-
bemos que n possui 7(n) = (g + 1) - (g + 1)+ (ax + 1) divisores. Do enunciado te-
mos dg = 18 = 2 - 32, ento os fatores 2 e 3 também sdo fatores de d. Note que 7(dg) =
(I+1)-(241) = 6. Como dg possui 6 divisores e d possui 16 divisores, as possibilidades para d
sdo:d=2-3"oud=2-3*-p(p primo diferente de 2 € 3). Se d = 2- 3" = 4374 os divisores
sd0{1,2,3,6,9,18,27,54,81,162, 243,486, 729, 1458, 2187,4374}, e dg — dg = 81 — 54 # 17,
o que contradiz o enunciado, logo d = 2 - 33 - p. Como dg = 18 temos p > 18. Se 18 < p < 27,
entdo d; = p, dg = 27, e seguindo a ordem de divisores teremos dy = 2p mas pelo enunciado
dg = 17+ dg = 24 + 17 = 44 o que resulta em p = 22, contradi¢do pois 22 ndo é primo.
Se 27 < p < 54, d; = 27, dg = p, dg = 54 e pelo enunciado dy = dg + 17, entdo p = 37.
Se p > H4, entdo d; = 27, dg = 54, seguindo a ordem de divisores teremos dy = p e temos
dy = dg + 17 = 71. Assim, encontramos duas solug¢des para o problema: d = 2 - 3% - 37 ou
d=2-3%-71. O

Para a proposicéo seguinte, considere a fung¢@o “maior inteiro” | x|, uma fun¢@o impor-
tante em teoria dos nimeros, que associa o nimero real 0 maior nimero inteiro menor ou igual
a x. Por exemplo,

[1,2] =1; 10,9]=0; [1]=1.

Proposicao 2.12. Para todon > 2

=3 (2] - |*F])

Demonstragdo. Note que se k divide n, entdo n = kqg. Logo, a parte inteira de (%) é q. Daf,
n—1=kq—1=k(q—1)+ (k—1).Como k — 1 < k entdo (k — 1) é o resto da divisdo

de n — 1 por k, portanto, a parte inteira de n — 1 sobre k é ¢ — 1. Desta forma, a diferenca é

¢ — (g — 1) = 1. O caso k ndo divide n é similar. Assim,

-2 o

Entao

- ([i)-[]) -z

k|n
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Observagdo 2.13. Vimos que n é primo se e somente se 7(n) = 2. Entdo

> (13-1%]) -

se e somente se n for primo.

Exemplo 2.14. Considere n = 7, teremos

2 (1 - 15D - (-

=l o
[
N———
+

(2
(B (D )
FEN U

=14+0+0+0+0+0+1=2.

Pela Observacdo 2.13 concluimos assim que 7 € um niimero primo.

Exemplo 2.15. (2, Problema 5.6) Demonstrar que

7(n) < 2vn
Demonstragdo. Sejam d; os divisores de n. Considere os pares ordenados (d,-, dﬁ) e tome o
conjunto de todos os pares, P(n) = { (dl, c%) , (dg, dﬂ> e (dk, dﬂ> } Podemos dividir os
elementos deste conjunto em trés grupos onde d; < 7, d; > 7 - ou d; = ; . Esta tltima condicao

s6 ocorre para um unico elemento de p(n), quando d = \/_ n, para isto terfamos n um quadrado
perfeito. Seja A(n) o conjunto dos os elementos que satisfazem a primeira condi¢do. Perceba
que os elementos que satisfazem a segunda condicdo estdo em bijecdo com os elementos de

A(n), invertendo os termos de cada par ordenado. Entdo teremos

P(n) 2-]A(n)| sen nao for quadrado perfeito
n =
2-|A(n)|+1 sen for quadrado perfeito

O menor elemento de um par ordenado <dz, i ) ¢ menor que y/n. Entdo A(n) possui no maximo
\/n elementos. Assim:

P(n)| 2-+/n  sen ndo for quadrado perfeito
n) <
2-y/n+1 sen for quadrado perfeito
Para um quadrado perfeito temos | P(n)| < 2-/n + 1, como esse resultado é um ndmero inteiro

podemos dizer que |P(n)| < 2 - y/n. Como existem 7(n) pares ordenados, podemos afirmar que
|P(n)| = 7(n) < 2/n é verdadeiro para todo n € N. O
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Exemplo 2.16. (4, Problema 6.2.4)(Olimpiada de Sdo Petersburgo - 1988) Seja 7(n) o nimero
de divisores do niimero natural n. Prove que a sequéncia 7(n? + 1) ndo se torna monotdnica a

partir de qualquer ponto dado.

Demonstragdo. Iniciaremos recordando o que significa monotonica. Uma sequéncia z,, € dita
monotdnica se z,, < x,.11 ou x,, > x,i1 para todo n € N. Com isto em mente, observe que
n?+1 ndo é um quadrado perfeito, assim nenhum divisor d; de n? + 1 torna verdadeira a seguinte
igualdade d = %, além disso, vimos na resolugdo do Exemplo 2.15 que 7(n? + 1) serd par.
Considere n? + 1 = d; - d5, afirmamos que um desses divisores é menor que n. Suponha por

absurdo que ndo, d; > n e dy, > n entdo

n+l=d -dy>n+1)-(n+1)=n*+2n+1

.
i,

que metade dos divisores de n? + 1 é menor que n. Iremos supor 7 par, pois estamos olhando

Absurdo, portanto, para cada par de divisores (d;, =) um deles é menor que 7. Concluimos assim

valores de n suficientemente grandes e, desta forma, podemos sempre tomar seu sucessor. Dai,
n? + 1 é impar e seus divisores sdo impares. Como metade dos divisores de n? + 1 sdo menores

que n e todos sdo fmpares, hd no méaximo 2 - (%) divisores, logo 7(n? + 1) < n para qualquer n

par. Agora suponha que 7(n? + 1) se torna estritamente monétono para n > N , entdo

r(n*4+1) > 7(N? +1)
r(n®*4+1) > 7(N?* +1) +2

paran > N.Dai 7((k+1)?+1) > 7(k*+ 1) + 2 paratodo N < k < n. Assim, iterando n — N

vezes, obtemos

7(n®+1) > 7(N*+1) +2(n — N).

Portanto, se n é par e suficientemente grande temos
n>7n*+1)>7(N*+1)+2(n—N)
o que € uma contradicao. U

Exemplo 2.17. (3, Problema 6.2.5) Existe um inteiro positivo tal que o produto de seus divisores

proéprios termina exatamente com 2001 zeros?

Demonstracdo. Considere p o produto dos divisores de n. Como os divisores de n podem ser
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escrito de duas formas, a saber d e %, entio

Como queremos o produto de seus divisores proprios, teremos que retirar o fator n, entio

queremos
T(n)
p_ nz 1
n

Para n = p;® - po® - - - p®, vimos em Teorema 2.3 que 7(n) = []

1

(o +1). Defina n =
2-5-p% . pl0. pl2 para p;, ps, ps primos diferentes de 2 e 5. Temos

2-2-7-11-1
) ’ 3)—1:2001
2 2
Assim o produto dos divisores préprios de n é
() _ ) . .
p=nT3 1 = 001 _ 92001 52001, 62001  ,,10-2001 _p%)Q 2001
Devido a (22001 . 52001 = 102001) "y terd exatamente 2001 zeros. O

2.2 Fungao o(n) a soma dos divisores de n

Definicao 2.18. Paran € N defina o(n), a soma dos divisores de n, por

o(n)=> d.

dn

Observe que o(n) = 1 se, e somente se n = 1. Para um primo p teremos o(p) = 1 + p.
Paran > 2 temos o(n) > 1 + n, pois existem pelo menos dois divisores, o 1 e o proprio n. Este

¢ o gréfico de o(n) para 1 < n < 1000:

Observe que temos areta y = x + 1 limitando os pontos por baixo. De fato, considere
os pontos da forma (n,n + 1) tais que pertencem a reta y = = + 1. Quando n for primo, temos

o(n) =1+ n. Caso n seja composto, teremos o(n) > 1+ n.

Observagdo 2.19. Um niimero perfeito € um niimero natural tal que a soma de todos os seus

divisores naturais proprios, excluindo ele mesmo, € igual ao proprio ndmero. Divisores proprios
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Figura 2 — Gréfico de o(n)

Fonte: <http://sites.millersville.edu/bikenaga/number-theory/divisor-functions/divisor-functions.
html>

de um niimero positivo n sdo todos os divisores inteiros positivos de n exceto o proprio n. Entdo,

n € um nimero perfeito se e somente se

on)—m=n
o(n) =2n
Por exemplo, o nimero 6 é um nimero perfeito, pois 0(6) =1+2+3+6 =12 =2 - 6. Para

n=28temos 0(28) =1+ 2+4+ 7+ 14 + 28 = 56 = 2 - 28, entdo 28 ¢ um niimero perfeito.
Para saber mais sobre nimeros perfeitos, o leitor pode consultar em (5).

Teorema 2.20. (3, Teorema 6-3) Seja p um niimero primo entdo

m+1
P —1
o(pm) =——
(r™) p—
Demonstragdo. Os divisores de p™ sdo 1,p*, p?, p?, ..., p". Fazendo a soma desses niimeros

teremos a soma dos termos de uma progressao geométrica finita, de razao p,

pm—i-l -1
o(p™) =14+p' +p*+p’+ .. +p" = o1
O
Teorema 2.21. Seja n = p1** - P2 - ... - pi°* a decomposigcdo de n em fatores primos.

p1a1+1 -1 pkak+1 -1 pZOt il
o(n) = <— . H
pr—1 pr—1 ;
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Demonstragdo. Por inducao sobre o nimero de fatores primos de n. Se n possuir apenas

um fator primo, n = p?, teremos os seguintes divisores 1, p*, p, p?, ..., p®. Logo a soma dos

divisores é uma soma dos termos de uma progressdo geométrica finita, de razéo p, logo o(n) =
_ poitio

1+pt+p?+p3 4+ .. +p* = pl—_ll. Agora, assuma que o teorema € valido para k& ou menos

fatores primos. Entéo para n’ = p;® - p®2 - - - pp“* temos

/ p -1 pptt =1
o(n') = )\ )
p1— Pk —

Considere dy,ds, ds, ..., ds os divisores de n'. Seja n = n’.p®, onde p € um primo que nao ¢é fator
de n'. Entdo os divisores de n sdo d, ds, ds, ..., ds,p-di,p-da,p-ds,...,p - ds,p* - di,p? - da,

p? - ds, ..., p* - dg,p® - di, p® - do, p® - ds, ..., p* - d,. Note a soma desses divisores

on)=ocn)+p-on)+..+p* on')
=o(n)-1+p+..4+p%

_ (plal-i-l_l). ‘ <pkak+1_1) . <pa+1_1>
pr—1 pr—1 p—1)

Mostraremos que a funcao o € multiplicativa sabendo apenas o seu valor em poténcia de

O

primos.
Teorema 2.22. Sejam m e n niimeros naturais com mdc(m,n) = 1, entdo
o(m-n)=oc(m)-o(n).

Demonstragdo. Queremos mostrar que o é uma fungdo multiplicativa. Considere as seguintes

decomposicdes em fatores primos m = p1® - po® - .- p,en=q¢’ - g™ - .. - ¢ . Temos
m-n = plcu . p2a2 . psas . qlﬁl . q262 . qrﬂ'r
Pelo Teorema 2.21
o(m-n)=o(p® - p .. -p™ @™ @™ g™
<ploz1+1 -1 psozs+1 -1 q131+1 -1 qrﬁr—kl _ 1>
S\ -1 7 p-1 a—-1 7 g-1
<p1a1+1 -1 psas+1 _ 1) <Q1’81+1 -1 qrﬁr‘i‘l _ 1)
S\ -1 7 p—1 a—-1 7 ¢-1
=o(m)-o(n).

Corolario 2.23. Sen = p;™ - pu®2 - ... pp™, entdo o(n) = o(p1®') - o (p2®?) - ... - o (pr™*).
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Exemplo 2.24. Vamos calcular o(504).

20 -1 3B —-1 72-1
o(504) = 0(2%) - 0(3?) - o (7) = S E i e p R

Corolario 2.25. Sejam r, s niimeros naturais e p um niimero primo. Entdo

o) -a(p’) >a(@p™).

Demonstracdo. Vimos na demonstracdo do Teorema 2.20 que o(p™) =1 +p' + p? + ... + p™
para p primo. Entdo o(p") = 1 +p' + p* + ... + p" e o(p®) = 1 + p' + p* + ... + p°. Portanto:

o(p”) - o(p®) =
=(1+p' +p+ . +p") L+p + P>+ ..+ D)
=1+ @ +p+.+p)]- A+ +p*+ ..+
=1-(14p 40+ .. 4+0)+ (' +P°+ .. +0") - (1 +p + P+ ... +p°)
=1-(1+p' +p°+ .. +0)+ [+ + .+ )+ - L+p" +p° + ... + %)
=1-(1+p' 4P+ +0)+ '+ + ..+ ) - (L4+p +p° + ... +p°) +
pr(l4p +p . 4%,
Considere s > r, note que
T =14t Pt P P
=0+p +p+ .+ ]+ P+ P
=[4+p' +p* 4+ . D]+ [P+ 4D
<1-(14+p' +p°+.4+p)+ (P +p°+ .+ ) - (L4+p " +P° + ... +0°) +
pr(L+p +p*+ .. +p%).
Logo a(p") - o(p®) > o(p"™*). u
Exemplo 2.26. Observe os seguintes resultados

0(2®)=0(4)=1+2+4=7
o0(2’)=0(8)=1+2+4+8=15
0(22.2) =0(32) =1+2+4+8+16+32=063

Note que o(4) - 0(8) = 7-15 = 105 > 63 = 0(32). Concluimos que ¢(2?) - 0(23) > o(2273).

Teorema 2.27. Se m e n sdo niimeros naturais que ndo sao primos entre si, entdo oc(m)-o(n) >

o(m - n).

Demonstra¢do. Como nio sdo coprimos, m € n possuem fatores primos em comum, sejam eles

D1, P2, P3, - - - » Pr. Podemos escrever m = a-p;" " -pa"2-ps™ - - pr"k en = b-p®t-pa®2-ps® - - - pi°k,
onde mdc(a,b)=1, com mdc(a, p;) = mdc(b, p;) = 1 para todo i. Daf

T1 ) 3 ...

om-n)=oc(a-p"™ - p"* - ps PE™ b1t pe®? e p3® e pytR)
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_ ri+s ro+s T3+5: Tk+Sk
—U(a-b-pll 1_p22 2']933 3,,,pkk k)_

Como a, b, p, € ps sdo coprimos para quaisquer r e s, pelo Corolério 2.23, podemos fazer o
seguinte célculo:

r1+s1) 7’2+$2) r3+53) rk+sk)

o(m-n)=o(a) o) o(p - o(pa -o(p3 o (pk

O Coroldrio 2.25 nos diz que para cada i=1,2,3,....k teremos o (p;"i %) < o(p;*)-o(p;*), portanto
O’(m . n) — g(a) . O'(b) . O.(plr1+s1) . O,(p2r2+32) .. 0.(pkrk+sk)

<a(p")-o(p™) o(p") o(p2™) - o(pe™) - o(pr™) - o(a) - o(b) = o(m) - o(n)

0 que resulta em:
o(m-n) <o(m)-o(n)

O

Mostramos no Teorema 2.22 que a fun¢do o € multiplicativa. Mas esta funcdo nao é
completamente multiplicativa, pois ndo temos o(m - n) = o(m) - o(n) para todos os nimeros

naturais m e n. Vimos que o(m - n) < o(m) - o(n) para m e n ndo coprimos.

Observagdo 2.28. Dois ntimeros diferentes que satisfazem o(m) —m =neo(n) —n =m
sdo chamados de Nimeros Amigdveis, sdo nimeros cuja a soma dos divisores proprios de cada
um € igual ao outro nimero. Perceba que podemos reescrever esta propriedades em conjunto
o(m) = o(n) = m + n, se tornando uma condi¢io necessdrio e suficiente para obtermos
Numeros Amigéveis. O primeiro par de nimeros amigaveis foi descobertos por Pythagoras,
220 e 284, e sdo o menor par encontrado. Observe que os divisores proprios de 220 sdo 1, 2,
4,5,10, 11, 20, 22, 44, 55 e 110, cuja soma € 284; e os divisores préprios de 284 sdo 1, 2, 4,
71 e 142, e a soma deles € 220. Numeros com esta caracteristica foram encontrados por Euler,
Fermat, Descartes e outros matematicos, ver mais em (5). Em 1946 haviam sido encontrados 390
pares, mas com o avanco das tecnologias e programas computacionais atualmente ha mais de
1.222.744.828 pares amigdveis conhecidos. Uma lista de pares amigdveis conhecidos, organizada
de acordo com o nimero de digitos no menor membro, estd disponivel em (6). Neste referéncia o
leitor pode encontrar os nomes dos descobridores e a quantidade de pares que cada um descobriu,
artigos sobre o tema, um espaco para envio de um par que ele possa encontrar e ainda pode
participar do projeto que visa encontrar todos os pares amigdveis com nimeros menores que
10%.

Teorema 2.29 (Euler). Seja n um niimero inteiro par. Entdo n é perfeito, se e somente se, n é da

forman = 2°=1. (2P — 1), onde p e 2P — 1 sdo primos.

Demonstragdo. Pela definicdo de ndmero perfeito que foi dada no Observagdo 2.19, devemos

mostrar que o(n) = 2n. Vimos que o(n) é uma fun¢io multiplicativa quando restrita a nimeros
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coprimos (veja Teorema 2.22), entdo podemos calcular o(n) paran = 2°P~1(2P — 1) da seguinte

forma:

o(2P (2P 1)) =a(2P7Y) -0 (2P - 1) 2.1)

Do enunciado (27 — 1) € um nimero primo, entdo o (2 — 1) = (2? — 1)+ 1 = 2. Edo
olp—1)+1_1

Teorema 2.20 teremos o(2°~ 1) = 5

= 2P — 1. Retornando para equacgdo (2.1)

o2 (2 — 1)) =0 (2P -0 (2P — 1)
— (2(p) —1)-2°
—2.2071. (2@ _ 1) =2

Mostramos que n € um nimero perfeito. Por outro lado, suponha que n seja um nimero perfeito,
como n é par podemos escrever n = 2¥~'m, com m um natural fmpar e k > 2. Sabemos que o

¢ multiplicativa, entio
o(n) =c(2"'m) = (2" Vo (m) = (2" — 1)o(m)
E como n ¢é perfeito teremos o(n) = 2n = 2(2¥"tm) = 2¥m. Assim
28m = (28 — 1)o(m)

Como (2% —1) ndo divide 2, entdo (2% — 1) divide m, entdo podemos considerar m = (2% —1)M,
para algum M € N, assim
M = o(m).

Como m e M sdao ambos divisores de m, teremos
2*M =a(m) >m+ M =2"M

assim o(m) = m + H, ou seja, m possui apenas dois divisores, portanto m € primo. Assim

m = 2% — 1 é primo e provamos que o niimero n tem a forma prescrita. 0

Observagdo 2.30. Um grande mistério relacionado a esse teorema € saber quantos primos na
forma 2P — 1 existem, até hoje ndo foi provado se existem infinitos. Primos nesta forma sdo
chamados de Primos de Mersene. Os primeiros primos de Mersene entre 22 — 1 e 213466917 _ 1
foram identificados, sendo 39 ao todo. Atualmente, temos o registro de 51 primos de Mersene.
A descoberta mais recente foi devida a Patrick Laroche em dezembro de 2018, sendo p =
282:589.933__1 uym primo com 24.862.048 digitos. A descoberta anterior ocorreu com uma diferenca
de aproximadamente um ano, por Jonathan Pace, onde o primo de Mersene p = 277232917 _ 1
possuia 23.249.426 digitos. Para mais informacdes sobre os primos de Mersene, Patrick Laroche
e detalhes sobre a descoberta e a verificagdo deste primo conhecido como M82589933, o leitor
pode acessar (7). Neste site ainda € possivel baixar um software grétis para buscar primos de

Mersenne, e caso encontre algum novo primo, ainda pode receber prémios em dinheiro.
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Proposicao 2.31. (4, Problema 6.3.1) Para todo n > 2

o =32k (1) [5]).

Demonstragdo. Note que
Ln J {n — 1J 1 se kln,
k k 0 k& no divide n.

o (l5]-[]) -z

k|n

Entao

O

Observagdo 2.32. Um nimero natural 7 ¢ um niimero primo, se somente se o(n) = n+ 1. Entdo

a<n):ék<w - {”:D —n+1,

se e somente se n for primo.

Exemplo 2.33. Considere n = 7, teremos

e (E)- (2 - G-+ - B -5

=1(7-6)+23B-3)+32-2)+4(1—-1)+5(1—1)
+6(1—1)+7(1-0)
=1(1)+2(0)+3(0)+4(0)+5(0)+6(0)+7(1)
=147

Concluimos assim que 7 € um nimero primo.

A seguir temos dois exemplos que envolvem a funcdo estudada, sendo um deles da

Olimpiada Bielorrussa de Matematica, e encerraremos esta se¢do com a generalizacdo da funcéo.

Exemplo 2.34. (8, Problema 6.2.15) Se n é um inteiro positivo composto, entdo

o(n) >n++/n
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Demonstracdo. Como n é composto, existe um divisor d; de n, tal que d; # 1 e d; < n. Como

% ¢ divisor de n, segue que dﬂl > /n. Desta forma, se d; < n entdo dﬂl > \/n. Portanto

J(n)=2d2n+dﬁl+12n+ﬁ+l>n+ﬁ
d|n

Exemplo 2.35. (2, Problema 5.7) Demonstrar que

o™ 5 a

7(n)
Demonstracdo. Note que a desigualdade vale para n = 1, pois % =1 = /1. Agora vamos
mostrar que vale para qualquer n > 2. Sejam dy, ds, - - - ,d; todos os divisores de n, onde
k = 7(n). Eles podem ser reescritos como oo a4 - Entdo

a(n)2:(d1+d2+---+dk)-(dﬁl+d32+~-+dﬁk)

1 1 1
1

Como todos os termos sdo positivos, podemos fazer algumas operacoes:

O

Exemplo 2.36. (4, Problema 6.3.5)(Olimpiada Bielorrussa de Matemdtica - 1999) Para qualquer
n>2
o(n) <n-+/27(n)

Demonstragcdo. Os divisores de n podem ser escritos como dﬂl, FRTE dL(). Da expansdo do
TN

quadrado, temos a seguinte desigualdade:

temos




44 Capitulo 2. Fungdes T(n) e o(n)

Note que
7(n) 1 7(n) 1 7(n) 7(n) 1
D di=nt Y di=nt| 5y d ) =0y
=1 n =1 n =1 i=1 d’L
€ como
7(n) 1 7(n) 1 50 1 7T2
— < — < — = —
2 = 2 2
i=1 d; j=1 J =1 J 6
teremos

o(n) < T(n)zd?= T(n)-n2-2%< r(n).nz.%Q

7I_2
Mas 7= < 2, logo

O

Observagdo 2.37. A generalizacdo da fungéo o(n) é representada por o(n), que € o resultado

da soma das k — simas poténcias dos divisores positivos de n, incluindo 1 e n, sendo k£ é um

or(n) = Z d*

din

nimero complexo.

Esta funcdo se envolve em vdrias relagdes, como a Fun¢do Zeta de Riemann e a Série de Eisens-
tein. Essas fungdes foram bastante estudadas pelo matematico indiano Srinivasa Ramanujan,
responsdvel por um grande nimero de congruéncias e identidades a elas referentes. Perceba que
neste capitulo realizamos o estudo de o1(n), que é a soma das primeira poténcias dos divisores
positivos de n, para este caso onde k£ = 1 usamos a simbologia ¢(n). Em particular, temos a

soma dos divisores positivos elevados a £ = 0 poténcia:

oo(n) =Y d°=> 1=1(n)

din din
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3 Funcao Totiente de Euler

A fungdo Totiente é também chamada por Func¢do Fi de Euler, € a func¢do que calcula a
quantidade de nimeros inteiros positivos que sdo relativamente primos com n nao excedendo n

e denotaremos por ¢(n).

Foi o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) que a determinou. Ele foi um dos
maiores matematicos de todos os tempos. Nascido na Suica, era filho de um pastor protestante
que esperava que seguisse os passos do pai. Euler possuia facilidade para o aprendizado de
linguas e uma enorme habilidade para efetuar contas mentalmente. Aos 14 anos ja ingressava na
Universidade da Basiléia, mas foi aos 20 anos que ganhou reconhecimento internacional, quando
recebeu uma menc¢do honrosa da Academia de Ciéncias de Paris. Assumiu a fun¢do de fisico na
nova Academia de Sdo Petersbugo, na Rissia, em 1727, come¢ando assim sua vida profissional.
Em 1733, Euler ja assumiu a citedra de matemdtica nesta mesma academia.

Euler produziu resultados matemaéticos ao longo de sua vida, mesmo quando a doenca o
assolou e ficou totalmente cego em 1771, isto ndo diminuiu a sua produtividade cientifica. Ele
escreveu sobre vérios temas como nimeros complexos, teoria das fungdes, calculo diferencial e
integral, musica, teoria dos nimeros, teoria das particdes e mecanica, tornando assim um dos

maiores matematicos de todos os tempos (1).

No entanto, na época Euler nio escolheu nenhum simbolo especifico para representar esta
fun¢do. A notacdo ¢ foi introduzida por Gauss no livro Disquisitiones Arithmeticae publicado a
primeira vez em 1801, mas uso do parénteses em torno do argumento nao foi utilizado, sendo
usado na seguinte forma ¢n. Foi o matemético James Joseph Sylvester que escolheu o nome
Totiente, que tinha o costume de inventar palavras novas para as coisas com as quais tratava.
Este matematico fez contribuicdes nas dreas da teoria matricial, teoria dos invariantes, analise

combinatdria e teoria dos nimeros.

Uma das aplicacdes da funcdo ¢ € na descoberta da ordem do grupo multiplicativo de
inteiros médulo n, temos que ¢ é a cardinalidade do grupo de unidades do anel Z/nZ. Ela
também foi usada por Leonhard Euler para provar o Pequeno Teorema de Fermat. Além disso
desempenha um papel fundamental na definicdo do sistema de criptografia do método RSA
criado em 1977 por R. Rivest, A. Shamire e L. Adleman.

Nesta se¢do faremos um estudo sobre a fun¢do Totiente, iniciamos apresentando a
defini¢do, em seguida trazemos algumas propriedades e exemplos. Alem disso, nas proximas
subsecdes faremos um estudo combinatorial desta fun¢do e a relacionaremos com o principio da

inclusao e exclusao.

Definicdo 3.1. Seja n um ndmero natural. Definimos a fungéo ¢ : N — N dada por ¢(n) =
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|[{k e N:1 <k <mnemdc(k,n) = 1}|, naqual |A| indica o nimeros de elementos do conjunto
A.

A seguir temos o grifico de ¢(n) para 1 < n < 1000:

Figura 3 — Grifico de ¢(n)

¢(n)
1000§ e

800F

600}

400F

200F

0 Z(I)O 4(I)O G(I)O B(I]O 1(;00”
Fonte:<www.khanacademy.org/computing/computer-science/cryptography/modern-crypt/v/

euler-s-totient-function-phi-function> (Editada pelo autor)

Observe que ¢(1) = 1, pois o dnico inteiro menor ou igual a 1 é ele mesmo e ainda

temos mdc(1,1) = 1. Para n > 2 temos n = mdc(n,n) # 1, de onde podemos concluir que

/

o(n) <n.
Exemplo 3.2. Vamos calcular ¢(8). Observe que
{reN:1<z<8emdc(z,8) =1} ={1,3,5,7}.

Desde que o conjunto acima possui 4 elementos, concluimos que ¢(8) = 4.
Exemplo 3.3. Vamos calcular ¢(15). Temos

{reN:1<z<15emde(x,15) =1} = {1,2,4,7,8,11,13,14} .
Observe que o conjunto acima possui 8 elementos, portanto ¢(15) = 8.
Proposicio 3.4. Temos ¢(2) = 1 e ¢(n) > 2, para todo niimero natural n > 3.
Demonstragcdo. Temos que o tnico nimero relativamente primo com 2 € menor que 2 é o 1,
logo ¢(2) = 1. Paran > 3 temos n — 1 > 2, como dois niimeros consecutivos sdo primos entre

si, segue que, paran > 3, n e n — 1 sdo relativamente primos. E como mdc(n, 1) = 1, temos 1 e

(n — 1) coprimos com n. Logo ¢(n) > 2 para todo nimero natural n > 3. O
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Proposicio 3.5. Seja n é um niimero natural, entdo ¢(n) = n — 1, se, e somente se, n é primo.

Demonstracdo. Suponha que ¢(n) = n — 1, entdo para todo m < n temos mdc(n,m) = 1.
Logo, n ndo pode ser composto por um produto de fatores primos menores que n, ou seja,
n € primo. Suponha que n seja primo, entdo todos os nimeros naturais menores que n sao
relativamente primos com n, 0s nimeros naturais menores que n sio 1, 2, 3, ...,n — 1, portanto
¢(n)=n—1. O

Exemplo 3.6. Primos da forma p e p + 2 s@o chamados de primos gémeos. Mostraremos que
para primos gémeos teremos ¢(p + 2) = ¢(p) + 2. Pela proposic¢do anterior, para n = p + 2
primo temos

pp+2)=@+2)-1=p+1l=(p-1)+2=09(p) +2

Como queriamos mostrar.

Para calcularmos o valor de ¢(n) para um natural n qualquer, precisaremos provar que a
fungdo ¢ de Euler ¢ multiplicativa, ou seja, ¢(m -n) = ¢(m) - ¢(n) para m e n inteiros positivos
com mdc(m,n) = 1. Para conseguirmos demonstrar este fato, iremos nos apoiar na seguinte

proposic¢ao e defini¢ao:

Proposicao 3.7. Dados k, m e n com mdc(m,n) = 1, entdo os restos das divisées de k,k +

n,k+2n, ...k + (m — 1)n por m, sdo todos diferentes.

Definicao 3.8. Um sistema completo de residuo é um conjunto de nimeros inteiros {ay, ag, - - - , ax}
coprimos com 7, tais que para qualquer = € Z, se mdc(x,n) = 1 entdo existe um e s6 um i tal

que x e a; deixam o mesmo resto quando dividido por n.

Demonstragdo. Sejam t e s inteiros positivos nao nulo tais que ¢t # s e t < m. Suponha, por
absurdo, que k + sn e k + tn deixem o mesmo resto na divisdo por m. Assim k + sn = mq +r

e k + tn = mq' + r. Observe que
(k+sn) — (k+1tn) = (mqg+7r)— (mqg +7),

entao
(s —1t)n

m
Desta forma, m divide o produto (s—t)n. Como, por hipétese, temos mdc(m, n) = 1, concluimos

qg—q =

que m divide (s — t), o que é impossivel pois 0 < s e ¢ < m. Portanto, concluimos que os restos

sdo todos diferentes. O

Teorema 3.9. Dados m e n inteiros positivos com mdc(m,n) = 1, entdo
¢(m-n) = ¢(m) - d(n).

Demonstragdo. Vamos dispor dos ndmeros de 1 até m - n da seguinte maneira:
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1 ) . k e n
1In+1 1n+2 . 1n+k «-+ | 2n
2n+1 2n+2 e 2n+k --- | 3n
3n+1 3n+2 . 3n+k -+ | 4n

(m-Dn+l | m-D)n+2 | --- | (m-D)n+k | --- | mn

Para encontrar os inteiros que sdo primos com n, devemos observar a coluna k£ somente se
mdc(n, k) = 1, ou seja, observar as colunas dos ¢(n) elementos que sdo primos com n. Na
primeira linha temos ¢(n) elementos que sdo primos com 7, logo sdo ¢(n) colunas para encon-
trarmos os elementos primos com m. Agora, vamos analisar os elementos de cada coluna. Para a
coluna k os elementos On + k, In+k,2n+k, ..., (m — 1)n + k, deixam restos diferentes quando
divididos por m, onde mdc(m, n) = 1, formando um sistema completo de residuos médulo .
Suponha que ndo forme um sistema completo de residuos, entdo pegue dois elementos quaisquer
desta coluna obedecendo a seguinte equagdo (m—z)-n+k = (m—y)-n+k mod m <=
(m—z)-n=(m—y)-n mod m <= (m—z)=(m—y) mod m <= =
y mod m,contradi¢do. Além disso sabemos que (m,x) = (m,r) onde r € o resto na divisao
de x por m, assim em cada coluna teremos os elementos perpassando por todos os restos de m.
Logo, cada uma dessas colunas tem ¢(m) elementos primos com m, € como j4 sdo primos com

n, serdo primos com m - n. Concluimos, portanto, que ¢(m - n) = ¢(m) - ¢(n). O

Exemplo 3.10. Para ilustrar o método do Teorema 3.9, sejam m = 6 e n = 5. Vamos mostrar
que ¢(5-6) = ¢(5) - ¢(6). Observe a tabela abaixo contendo os nimerosde 1 a 5 - 6 = 30

112131145
6 (78910
111121314 |15
16 [ 17 [ 18 | 19 | 20
21 122232425
26 | 27 | 28 | 29 | 30

Para encontrar os inteiros que s@o primos com 5, devemos observar a coluna k£ somente se
mdc(5, k) = 1, ou seja, observar as colunas dos ¢(5) = 4 elementos que sdo primos com 5,
entdo consideraremos k = {1,2,3,4}. Na primeira linha temos 4 elementos que sdo primos
com 5, logo sdo 4 colunas para encontrarmos os elementos primos com 6. Como mdc(5,6) = 1,
os elementos de cada coluna deixam restos diferentes quando divididos por 6, pois formam
um sistema completo de residuos médulo 6. Suponha que nao forme um sistema completo de
residuos, entdo pegue dois elementos quaisquer desta coluna obedecendo a seguinte equacao
(6—2)-54+k=(6—y)-5+k mod 6 <= (6—x)-5=(6-—y)-5 mod 6 <=
(6 - 2)

=(6—-—y) mod 6 <= x=y mod 6,contradicdo. Além disso sabemos que
(6,2) = (6,r) onde r € o resto na divisdo de x por 6, assim em cada coluna teremos os elementos
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perpassando por todos os restos de 6. (Por exemplo na coluna k£ = 1 teremos {1,6,11,16,21,26}
correspondem respectivamente aos restos {1,0,5,4,3,2} na divisdo por 6). Logo, cada uma dessas
colunas tem ¢(6) = 2 elementos primos com 6. Na coluna 1 temos {1, 11}. Na coluna 2 temos

{7, 17}. Na coluna 3 temos {13, 23}. Na coluna 4 temos {19, 25}. Concluimos, portanto, que

8=¢(5-6) = ¢(5) - 4(6) = 4-2.

Corolario 3.11. Se mq, ma,...,m, sdo primos entre si, dois a dois, entdo
P(my-my - ... -my) = p(ma) - p(ma) - - d(my.).

Demonstracdo. Por indugdo sobre o nimero r de fatores. Para r = 1 temos ¢(my) = ¢(my).
Suponha que seja valido para r = k,

d(my-mo - ...-my) = d(my) - p(ms) - - - p(my,).

Mostraremos que € vdlida para » = k£ + 1. Considere my, ma,...,mk, Mgy, primos entre si,
dois a dois. Considere a = m; - my - ... - my. Observe que a € My, sa0 primos entre si, pois
mdc(a, mg41) = mde(my - mg - ... - My, my1) = 1. Como a e my.41 sdo primos entre si, pelo

Teorema 3.9 temos

P(mi-ma - oo my - Myeyr) = Pa - My41)
= ¢(a) - ¢(my41)
= ¢(my-my - ... my) - d(Mpy)
= ¢(mq) - p(ma) - ... - d(mg) - ¢(myg41)

Assim mostramos que a férmula € vélida para r = k + 1, logo, por indug¢do finita, é valida para

todo numero natural r. O

Sejam m e n ndmeros naturais primos entre si, pelo Teorema 3.9 temos ¢(m - n) =
¢(m) - ¢(n). Este resultado nao implica que os nimeros relativamente primos com m - n sejam
obtidos como produto dos nimeros relativamente primos com m e os relativamente primos com

n.
Exemplo 3.12. Sejam m = 8 e n = 5, s@o primos entre si. Logo
6(40) = 6(8 -5) = B(8) - 6(5) = 4- 4 = 16

Note que os nimeros relativamente primos com 8 sdo {1,3,5,7} os ndmeros relativamente
primos com 5 sdo {1,2,3,4}, enquanto que os nimeros relativamente primos com 40 sio
{1,3,7,9,11,13,17,19, 21,23, 27,29, 31, 33, 37, 39}. Note que hd nimeros no dltimo conjunto

que ndo sio produtos de dois nimeros dos outros dois conjuntos.

Exemplo 3.13. Se pi", p3?,...,p%" sdo primos entre si, dois a dois, entdo

oy - py” - prm) = oY) - p(py?) - .. - A(P)T).
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Vamos agora demonstrar a formula para calcular ¢(p®) para cada inteiro positivo « e

cada primo p.

Teorema 3.14. Seja p um primo e o um inteiro positivo. Entdo
(et « a—1 a—1 (e} 1
p(p*) =p* —p* =p* -(p—1)=p": 1—2—) :

Demonstragcdo. Sabemos que ¢(p®) é a quantidade de inteiros positivos ndo superior a p® e
relativamente primos com p®. Os tinicos nlimeros positivos menores € que sao relativamente
primos com p“ sao aqueles que ndo possuem o fator p. Observe que os nimeros que possuem o

fator p s@o os seguintes multiplos:

P,2p,3p, -+ kp,
onde kp = p®. Logo k = p®~L. Portanto, existem p®~! inteiros nio primos com p®. Portanto,
o(p*) = p* —p* . O
Exemplo 3.15. Vamos calcular ¢(8). Temos ¢(8) = ¢(23) =23 —22 =8 —4 =4.

Teorema 3.16. Sejan = p,™ - p" - ... - pi"* a decomposicdo de n em fatores primos. Entdo
d(n)=p" " p g T (= 1) (2= 1) (e — 1)

Demonstragdo. Como p;™,py™, - -+, p"* s@o poténcias de nimeros primos distintos, entao sao

dois a dois primos entre si. Pelo Coroldrio 3.11 temos:

Ao P ) = o(pi) - d(p2"?) - D)

Mas, pelo Teorema 3.14 temos ¢(p;"1) = p;" ! (p; — 1), parai = 1,2,--- , k. Logo

’rl—l ( 7’2—1 (

P(pr"™ - p"? ™) = pr—1)-p po—1) o (o — 1)

O

Baseados neste teorema, podemos calcular o valor de ¢(n) para algum n relativamente

grande, veja um exemplo a seguir.
Exemplo 3.17. Decompondo o niimero 12600 em fatores primos obtemos 12600 = 23-3%-52- 7.
Utilizando o Teorema 3.16 temos
$(12600) = ¢(2% - 3%.52.7)
= 0(2%) - ¢(3%) - 9(5%) - &(7)
=2°2-1)-3'3-1)-5'(5—1)- 77" = 1)
=4-3-2-5-4-1-6
= 2880

Portanto, o nimero 12600 possui 2880 inteiros positivos menores que ele mesmo e que relativa-

mente primos com ele.
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Exemplo 3.18. Para qualquer nimero p primo, considere a seguinte soma:

1+ o(p)+06(*) + (") +---+0@") =1+ -1+ @*—p)+---+ (" —p")

Vs

Corolario 3.19. Para todo niimero natural n > 2, ¢(n) é par.

Demonstragdo. Se na decomposicio de n contém um fator primo p > 3, considere p* a maior
poténcia de p nesta decomposi¢do. Podemos escrever n como o seguinte produto de fatores
primos entre si n = p* - a. Pelos Teoremas 3.9 e 3.14, segue que ¢(n) = ¢(p*) - ¢(a) =
Pt (p—1)- ¢(a). Como p é um primo maior que 3, (p — 1) é par, logo, ¢(n) é par. Agora, se na
decomposi¢@o ndo existir um fator primo p > 3 podemos escrever n da seguinte forma n = 27,
e como n > 2, temos r > 1. Temos ¢(n) = ¢(2") = 2""1.(2 — 1). Como r > 1, assim ¢(n) é
par. U

Exemplo 3.20. (8, Problema 6.1.4) Mostre que se n € um inteiro positivo entao:

o(2m) = { ¢(n) semn for impar.
2-¢(n) sen for par.

Demonstracdo. Iremos resolver este exemplo usando apenas as propriedades multiplicativas de

¢(n). Se n for impar, teremos
¢(2n) = 6(2) - ¢(n)
=1-¢(n)
= ¢(n).

Para n par, considere n = 2¥ - m, para algum m fmpar. Teremos

L | I |
I I O SN

Corolario 3.21. Sejam r, s niimeros naturais e p um nimero primo. Entdo

o(p") - d(p*) < P(p"™*)
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Demonstragdo. Pelo Teorema 3.14 temos ¢(p") = p” <1 — %) e ¢(p®) = p° <1 — %) Entdo

o) -o) = (1-3) - (1-3)

=" p—-1)-p (p—-1)
=) (p-1)

o () -

Note que 251 < 1. logo 6(p") - 6(p) < """ (p — 1) = (). o

Exemplo 3.22. Observe os seguintes resultados

Note que ¢(4) - ¢(8) = 2 -4 < 16 = ¢(32). Concluimos que ¢(2%) - ¢(23) < ¢(2213).
Exemplo 3.23. (9, Exemplo 5.20) Mostre que ¢(m - n) > ¢(m)¢(n) para todo m e n, com

igualdade se m e n forem coprimos.

Demonstragdo. O Teorema 3.9 nos mostra a igualdade ocorre para m e n coprimos. No caso em
que ndo sdo primos entre si, 7m € n possuem fatores primos em comum, sejam eles py, pa, P3, ---, Pk-
Podemos escrever m = a - p1"™ - pa™ - p3" - pen = b pr®t - po®? - p3® - pi®k, onde

mdc(a,b) = 1. Temos

G(m - n) = G(pr" T T ps T TR ) P(a) (D)

Como p, e p, sdo coprimos para quaisquer r e s, pelo Corolério 3.11, podemos fazer o seguinte
calculo:

d(m - n) = ¢(pr" ) - G(p2"* ) - Sps™ ) - (P T ) Ba)p (D)

O Coroldrio 3.21 nos diz que para cadai = 1,2,3,--- , k teremos ¢(p,*) - ¢(p;®) < p(pi" ).
Logo

d(m-n) > o(p1™)o(p1™)P(p2")d(p2™)P(p3"™)P(p3™) - - - (P ) d(pi ™) P(a)P(b)
= p(m)p(n).
Portanto, ¢p(m - n) > ¢(m)o(n). O

Assim temos o seguinte teorema:

Teorema 3.24. Se m e n sdo niimeros naturais que ndo sdo primos entre si, entdo ¢(m - n) #

¢(m) - ¢(n).
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Os resultados anteriores sdo obtidos a partir das propriedades multiplicativas da fungao
¢ de Euler. Sabemos que um nimero natural pode ser decomposto em um produto de fatores
primos de modo dnico, mas pode ser escrito como a soma de dois outros nimeros naturais de
vdarias maneiras diferentes, por isso ndo se espera que ¢ tenha propriedades aditivas. Observe o

seguinte exemplo para nos certificarmos:

Exemplo 3.25. Sabemos que ¢(7) = 6. Podemos decompor o niimero 7 das seguintes maneiras:

7=1+4+6, temos ¢(7) # ¢(1) + ¢(6) =1+2=3
7=2+05, temos #(7) # p(2) + ¢(5) =1+4=5
7T=3+4+4, temos ¢(7) # ¢(3) + p(4) =2+2=4

Perceba que nenhumas das respostas € igual ao valor de ¢(7). Além disso, note que os resultados

sdo menores que ¢(7), 0 que motiva a proposicéo seguinte.

Proposicao 3.26. Seja p um primo, para qualquer decomposicdo aditivap = m +n, men
naturais, tem-se (m) + ¢(n) < ¢(p).

Demonstra¢do. Como m e n podem ser primos ou ndo temos ¢p(m) < m —1le¢(n) <n —1,

entdo

pm)+on)<(m—-1)+n—-1)<m+n—-1=p—1=¢(p)
Portanto, ¢p(m) + ¢(n) < ¢(p). O
Teorema 3.27. Sejan = p;"™ - p" - ... - pi"* a decomposi¢do de n em fatores primos.

rma(1-2):(-2) (-1 -2)

Demonstracdo. Como a fungdo ¢ € multiplicativa,

p(n) = o(pr™ - p2" - o) = A1) - P(p2"?) - PPk,

Pelo Teorema 3.14 temos ¢(p") = p” (1 — 1—1)>, logo

1 1 1
oty =i (1= 1) (12 ) g (1= 1)
<) ! y4 2 b2 F Pk
" 1 1 1
:p“-p”-...-p"“<1——>-(1——)-...-(1——)
! 2 ¥ P P2 Pk
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Exemplo 3.28. Vamos calcular ¢(15) de outra forma. Inicialmente encontramos os primos

presentes na fatoracio de n = 15. Temos que 15 = 3 - 5, entdo

Entdo ¢(15) = 8, assim como foi encontrado na resolu¢ao do Exemplo 3.3 quando

encontramos os elementos do conjunto {z € N:1 < z < 15 e mdc(z, 15) = 1}.

Exemplo 3.29. Vamos refazer o Exemplo 3.17 e calcular ¢(n) para n = 12600 de outra forma.

Vimos que a fatoragdo € 12600 = 23 - 32 - 52 . 7, entdo consideraremos os primos 2,3,5 € 7.

$(12600) = 12600f[ (1 - 1)

m(-2)-(-2)-(-2) (-2
o (3) () (2) (9

= 2880

Logo, confirmamos que existem 2880 ntimeros inteiros menores que 12600 primos com ele.
Fica evidente a dificuldade que teriamos para determinar todos os elementos do conjunto
{r € N:1 <z <nemdc(xz,n) =1} quando n for relativamente grande. Mas, através da for-

mula encontrada no Teorema 3.27 se torna réapido o calculo de ¢(n).

Proposicao 3.30. Se todo primo que divide n divide m entdo ¢(m -n) = n - ¢(m).

Demonstragdo. Podemos escrever m e n.como um produto de fatores primos

T T T
n=p’'t-p?-..op
S S S; t t t;
m=p" -pp @ g
Considere t = m - n, logo t = p1n+31 . p2r2+52 . pin+si .q181 .q282 . QiSi

pelo Teorema 3.27

st (1= 1) (1= L) (1) (2 ) (- 1) (12 )
(S TN (R R Y
Y O O R

=n-¢(m)
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Exemplo 3.31. (2, Exemplo 5.15) Se n é composto, mostre que ¢(n) < n — y/n.
Demonstracdo. Como n é composto, existe um fator primo p; < /n. Entdo

T R B O B A R

O

Exemplo 3.32. (9, Exemplo 5.21) Sejam d e n nimeros naturais, se d divide n entdo ¢(d) divide

¢(n).

d
d. Como d divide n entdo podemos escrever n = kd para algum k natural, dependendo dos

Demonstra¢do. Vimos que ¢(d) = d]] <1 — pi>, onde py sdo os primos distintos que dividem

ndmeros primos presentes na fatorag@o de £, teremos 3 possibilidades.

Primeiro caso, se todos os fatores primos em k sejam diferentes dos fatores em d teremos
¢(n) = ¢(kd) = k] | <1 - i) ]| <1 - i)
Dk Pd

e portanto

¢(n) ( 1 >

— =k 1—— ) =¢(k

¢(d) H Dk (%)
Segunda possibilidade, se dentre os pj, fatores primos de k encontramos fatores presentes e nao

presentes na fatoragdo de d teremos outra forma de raciocinio. Sejam p’;, os fatores existentes na

fatoracdo de k que ndo existam na fatoracdo de d . Neste caso teremos

o =otka) =11 (1= ) T (1-5.)

E, por fim, se todos os fatores primos de k sejam fatores existentes em d teremos, pela Proposicao
3.30

o) = o) = ko) = k-] (1= ).

E assim

O

Exemplo 3.33. Considere d = 15 e n = 135, sabemos que 15 divide 135, entdo veremos que
¢(15) divide ¢(135).
Temos

¢(15):¢(3-5):15H(1—2%5> :15(1-%) : (1-%) :15(%) : (g) =8
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e
1 1 1 2 4

)(135) = ¢(3%-5) = 135 1l—— | =135(1—-< ) (1—= ) =135 )| =) =72

00139 = o 5) =155 [ (1= 1) =15(1- ) (1-3) = 155(3)- ()

Logo 2U85) _ 12 — 9. Observe que 135 = k- 15 com k£ = 9. Como ndo existem primos na

#(15) 8
fatoracdo de k = 9 que sejam diferentes dos existentes na fatoracdo de d = 15 teremos % =k,

como vimos na demonstracao da proposi¢ao anterior.

Observagdo 3.34. O matemdtico Robert Carmichael propds um enigma em 1907 que ainda
permanece sem solugcdo. Basicamente, Carmichael conjeturou que para todo inteiro positivo n,
ha pelo menos um outro inteiro m # n tal que ¢(m) = ¢(n). Essa conjectura foi declarada
em 1907, mas como um teorema, no entanto sua prova foi falha e em 1922 Carmichael retirou
sua reivindicagdo e declarou a conjectura como um problema em aberto. Por exemplo, para
¢(m) = 4 quando m assume um dos seguintes valores 5,8,10 e 12. Assim se tomarmos qualquer
um desses valores como m, entdo qualquer um dos outros trés valores pode ser usado como m
para o qual ¢(m) = ¢(n) A conjectura nos diz que em cada caso hd mais de um valor de n com

o mesmo valor de ¢(n). Observe alguns valores na tabela a seguir:

k | Ndmeros n tais que ¢(n) = k | Nimero de solugdes
1 1,2 2
2 3,4.,5 3
3 5,8,10,12 4
4 7,9, 14, 18 4
6 7,9, 14,18 4
8 15,16,20,24,30 5
10 11,22 2
12 13,21, 26, 28, 36, 42 6
16 17, 32, 34, 40, 48, 60 6

A conjectura ainda ndo foi mostrada como verdadeira para os inteiros pares positivos,
mas podemos verificar facilmente que € verdadeira para nimeros impares. Considere r um inteiro

fmpar positivo e relembre o no fato de que ¢(2) = 1.
O(2r) = ¢(2)o(r) = ¢(n).

Existem alguns limites inferiores muito altos para esta conjectura. Carmichael mostrou
que qualquer contra-exemplo para a conjectura deve ser pelo menos 10%”. Victor Klee estendeu
esse resultado para 10°°°, ¢ um limite inferior de 10'°"" foi determinado por Kevin Ford em
1998.

Mais um problema nao resolvido é o problema de Lehmer: existe algum nimero n
composto tal que ¢(n) divida n — 1. Observe que para qualquer primo o problema € fécil de se
resolver. Considere p um ndmero primo, teremos ¢(p) = p — 1 e assim ¢(p) divide p — 1. D. H.
Lehmer conjecturou em 1932 que nao ha nimero composto com tal propriedade. Para esse e

outros problemas ndo resolvidos em teoria dos nimeros o leitor pode consultar (10).
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3.1 Estudo combinatorial de ¢(n)

Estudaremos nessa se¢do um teorema devido a Gauss envolvendo a fun¢do ¢ de Euler.
Segundo (1), Carl Friederich Gauss (1777-1855) € um dos maiores matematicos de todos
os tempos. Nasceu na Alemanha, filho de uma modesta familia, aprendeu a ler sozinho e
possuia enorme habilidade para realizar calculos mentais. Em 1799 ele demonstra o Teorema
Fundamental da Algebra , que havia sido enunciado por virios matemdticos mas nenhuma
prova correta tinha sido apresentada. Gauss foi um dos primeiros a tratar os niimeros complexos
dando-lhes a representacdo geométrica como pontos do plano cartesiano. Gauss foi um dos
criadores das geometrias ndo-euclidianas, da geometria diferencial, das fun¢des de variavel
complexas, da topologia e da teoria algébrica dos nimeros. Deu contribui¢cdes a matemaética
aplicada, fisica e astronomia e teoria das probabilidades. “Gauss teve o poder de mudar os rumos
da matematica a partir dos seus trabalhos revoluciondrios, apresentados como extremo rigor
e grande concisdo e elegancia. Por isso, foi considerado, pelos seus contemporaneos e pelas

geracdes que se sucederam, um principe da rainha das ciéncias”(1).

Teorema 3.35. (3, Teorema 6-1)(Gauss) Considere a soma dos valores da fungdo ¢(n) para

> 6(d) =n.

din

todos os d divisores de n. Entdo

Demonstracdo. Seja S, o conjunto {1, 2,3, ..,n}. Temos claramente que a cardinalidade de S,

é

Sy| = n. Para cada d que divide n, denotamos por Ty(n) o conjunto de inteiros positivos
ndo excedendo n, cujo maior divisor comum com n é d. Dai, para cada n os conjuntos 7,(n)
ndo tém elementos comuns. Além disso, para qualquer m € S,,, vemos que m € T,(n) onde
d = mdc(m, n). Consequentemente, n = [(Sn)| = >_,, |Ta(n)|. Agora, mostraremos que T;(n)
tem ¢ (73‘) elementos. Primeiro note que todos os elementos de 7,(n) sdo mdltiplos de d e sdo
menores ou iguais a n. Observe que os tnicos nimeros da forma ad em T,(n) sdo aqueles para os
quais mdc(a, %) = 1, havendo ¢ (%) elementos. De fato, os elementos de Ty(n) sdo encontrados
entre os nimeros d,2d, - - -, (%) d. Agora, se mdc (a, %) = e, entdo mdc(ad,n) = ed e ed = d

se e somente se € = 1. Assim,

=Sl =Y 1T =Y o (5)

din din

> o (%) =D o).

din

Por fim, note que

Temos que d assume os valores dos vdrios divisores de n, € 0 mesmo acontece com o divisor

complementar 7. Assim, provamos nosso teorema. U

Observe dois exemplos para ilustrar a ideia da demonstragdo do Teorema 3.35. Considere
n = 6. Entdo d pode assumir os valores 1,2,3 e 6. Teremos 77(6) = {1,5}, 7T2(6) = {2, 4},
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T5(6) = {3} e Ts(6) = {6}. Considere agora n = 45, os divisores de n sdo: d = 1, 3,5,9, 15, 45.
Vamos separar os nimeros de 1 a 45 em conjuntos 7;(n) cujo maior divisor comum deste niimero

com n € d. Assim teremos

Ty5(45) = {45}
Ti5(45) = {15,30}
To(45) = {9, 18, 27,36}
T5(45) = {5, 10, 20,25, 35,40}

(45) = {3,6,12, 21,24, 33,39, 42}

(45) = {1,2,4,7,8,11,13,14,16, 17,19, 22, 23,26, 28, 29, 31, 32, 34, 37, 38, 41, 43, 44}

= J

Observe que esses conjuntos sdo disjuntos e a unido deles € o conjunto {1,2, 3, - - ,;45}. Observe

abaixo que a quantidade de elementos em cada T;;(45) é igual a o(*2)

Conjuntos Ty(n) | Ndmeros de elementos em T(n)
T1(45) 24 = ¢(45) = ¢(%2)
T3(45) 8=0¢(15) = ¢(3)
T5(45) 6=0(9) =o(3)
Ty(45) 4=9¢0)=o(3)
T15(45) = ¢(3) = 8(32)
T)5(45) = ¢(1) = o(32)

Observe que, se d é divisor de 45 entdo tambem é. Confirmamos que ) | din @ (3) =5 din o(d)
e além disso temos 5 #(d) = 45.

3.2 Funcao ¢ de Euler e o Principio de Inclusao e Exclusao

Uma ferramenta muito importante que nos permite encontrar a resolucdo de vérios
modelos de problemas matemadticos envolvendo a contagem de elementos € o Principio da
Inclusado e Exclusdo. Este principio nos permite calcular a quantidade de elementos que pertencem
a unido de conjuntos quaisquer, ndo necessariamente disjuntos. Motivados pelo (8, Problema
6.1.11), iremos utilizar este principio para sistematizar a férmula da fun¢io ¢ de Euler, provado

no Teorema 3.27.

3.2.1 Cardinalidade da unido de dois conjuntos

Simbolizemos por €2 o conjunto universo. Sejam A e B dois subconjuntos disjuntos de €2,
onde (A N B) # {0}. Para esta se¢do utilizamos o (11, Capitulo 4) como base do nosso estudo.

Teorema 3.36. Sejam A e B conjuntos finitos, entdo |AU B| = |A| + |B| — |AN B].
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Esta é a formula do Principio da Inclusdo e Exclusdo para dois conjuntos nao disjuntos.
Esta regra também tem €xito para conjuntos disjuntos, uma vez que a interse¢ao entre conjuntos
disjuntos € o conjunto vazio, entdo AN B = {0} e terfamos |A U B| = |A| + | B|. Iremos ver no
proximo exemplo que € possivel obter ¢(n), n um nimero natural, com facilidade e de maneira

precisa pela utilizagdo do Principio de Inclusio e Exclusio.

Exemplo 3.37. Vamos calcular ¢(n) para n = 15. Inicialmente devemos encontrar os p; primos
presentes na decomposicao em fatores primos de n, onde n = p;™ - p"?---p;"* . Defina
o conjunto A,, = {ndmeros naturais menores que n e divisiveis por p; }, em seguida devemos
determinar a quantidade de elementos pertencentes a cada conjunto A,,. Para encontrarmos a
quantidade de nimeros menores ou igual a 15 e coprimos com respeito a ele, devemos encontrar

a cardinalidade do complementar da unido dos A,,. Observe a figura abaixo:

Figura 4 — Quantidade de elementos para ¢(15)

Q

1
Multiplos de 3 Multiplos de 5 2
4
3 6 15 5 7
8

o 12 10
11
13

Fonte: Autoria prépria.

Temos n = 15 = 3 -5, entdo A3 = {Miiltiplosde 3} = {3,6,9,12,15} A5 =
{Muiltiplos de 5} = {5,10,15}. Além disso necessitaremos determinar a cardinalidade da
intersecdo destes conjuntos A3 N A; = {Multiplos de 15} = {15}. Observe que a cardinalidade
de cada conjunto pode ser dada por:

15
|A3|=§=5
15
Al ==2=3
A = &
1
Ay 1 As| = 2 —

5-3
Encontrado esses valores, podemos calcular ¢(15).

¢(15) = [Qf — [A3 U As]
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Pelo Teorema 3.36 temos

¢(15) = [Q — (|As| + [A5| — |43 N As])
—15—-(5+3—1)=8

3.2.2 Cardinalidade da unido de trés conjuntos

Para aplicarmos o Principio da Inclusdo e Exclusdo a trés conjuntos devemos identificar
as intersecOes dois a dois e a intersecdo entre os trés conjuntos. Observe a seguir a formula que

nos fornece a quantidade de elementos da unido de trés conjuntos:

Teorema 3.38. Sejam A, B e C conjuntos finitos, entdo |[AU BUC| = |A| + |B|+ |C| — |[AN
B|—|AnC|—|BNnC|+|AnBnNC)|.

Exemplo 3.39. Vamos calcular calcularmos a quantidade de nimeros menores ou igual a 30
coprimos com respeito a ele. Temos n = 30 = 2 - 3 - 5 a decomposi¢do de n em fatores primos,
entdo os p; fatores primos de n sdo 3,2, 5. Para calcularmos a ¢(n) para n = 30 por meio do
Principio da Inclusdo e Exclusdo, além de determinar a quantidade de elementos que pertencem
a cada conjunto A, , devemos encontrar a cardinalidade das interse¢des. Observe os conjuntos a
seguir

Ay ={2,4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, 22, 24, 26, 28,30}

Az ={3,6,9,12,15,18,21, 24, 27,30}
As = {5,10, 15,20, 25,30}

Ay M Az = {6,12, 18,24, 30}

Ay N As = {10,20,30}

Az N As = {15,30}

Ay N AsN Ay = {30}

Podemos contar os elementos de cada conjunto citado, ou encontrar a cardinalidade de cada

conjunto da seguinte maneira

|A2|=§:15

30
|A3|=%=10
|A5|=€=6
|A2ﬂA3|=%=?=5
|A20A5|:%:?_8:3
|A3mA5|=%:%:
Ay N Ay As| = —20 23V

2-3-5 30
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Os nimeros menores ou igual a 30 coprimos com respeito a ele, sdo aqueles que nio estao
contidos nos conjuntos A,,. Entdo devemos encontrar a cardinalidade do complementar da unido
dos A,,, logo

$(30) = |Q — |A2 U A3 U A3

Onde 2 = {1,2,3,--- ,30}. Pelo Principio da Incluséo e Exclusdo temos

—30-(15+10+6—-5—-3—-2+1)=8

Podemos conferir nosso resultado observando a figura abaixo

Figura 5 — Quantidade de elementos para ¢(30)

Q
1
Multiplos de 3 Multiplos de 5 7
11
3 21 15
5 13
9 27
- 25 17
6 19
12 18 10 20 23
24 29
2 4 8 16 22 26 28
Multiplos de 2

Fonte: Autoria prépria.

3.2.3 Principio da Inclusido e Exclusao

Vimos que para definirmos a cardinalidade da unido de apenas dois conjuntos se resume
ao Teorema 3.36, e para trés conjunto se resume ao Teorema 3.38, a generalizagdo para n

conjuntos finitos se da através do seguinte teorema:

Teorema 3.40. (/1, Teorema 4.1)(Principio da Inclusdo e Exclusdo) Se Ay, Ay, As, - -+ , Ay, sdo

conjuntos finitos, entdo

= D 1A= >0 1Ain4

k

Ua

i=1 1<i<k 1<i<j<k
+ Y JAnA4NAl- Y JAnA4NANA
1<i<j<p<k 1<i<j<p<q<k

o+ (DA N AN AN Ay
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Para a demonstracio deste teorema consultar (11, Secdo 4.2).

Vamos usar o Principio da Inclusio e Exclusdo para demostrar o Teorema 3.27, isto é,

paracadan = p;™ - py"? - - - pi*, temos

n):ni]i(1—pli>.

De fato, considere n = p;"" - po"? - - - p;."* e defina os seguintes conjuntos

A={1,2,3,..,n}

Ay ={re Al x émiltiplode p}CA
Ay ={zre€ Al x émiltiplode py} C A
As={zx e Al = émiltplode ps} C A

Ay={zrec Al = émiltiplode p;} C A

Como os nimeros contidos nesses conjuntos possuem fatores primos de n em sua
fatoracdo, entdo nenhum desses € relativamente primos com n. Portanto, temos que retirar estes

nimeros do conjunto A para encontramos o valor de ¢(n). Logo
Qﬁ(n) = |A’ — |A1UA2UA3U-'-UAk|

Pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo temos

= A= D0 A= D lAnAl+ Y [ANANA)

1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<lk

— Y JANANANA] - (DA N Ay 0 A

1<i<j<p<q<k (3.1)
=1A]= > lAl- D JANAl+ DD JAinA;Nn A
1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<k
= Y JANANANA 4+ (CDEV A N A N0 Ay
1<i<j<p<q<k

Sabemos que |A| = ne |4 = (p%) para qualquer 1 < i < k. Assim, para r intersecdes destes

conjuntos teremos

|[AiNAsn---NA|=|{meN:m<mn; p;,dividem,p;, divide m,...,p; divide m}
n

B Piy ‘Pz’2~~-PiT.
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Desta forma

CIEDIEY

1

1<i<k 1<i<k
n
> lanal- 3 ()
1<i<j<k 1<i<j<k DPibj
n
> onanal- 3 ()
1<i<j S PiDiPp
<i<j<p<k 1<i<j<p<k
n
S jAnAnAnAl= Y (_>
1<i<j<p<q<k 1<i<j<p<q<k PiPjPpPq

AN AsN A0 Ay = (L)
pip2 .- - Dk

Voltando para (3.1),
gn) =[Al= > [Al— D JAnAl+ Y [ANn4 N4
1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<k

— > JANANANA|+ -+ (—D)FP A N A0 0 Ay

1<i<j<p<q<k
n n n
e s
1<iak P 1<icj<k \PiPi 1<icjep<k \PiPiPp
n
o)
Pip2 ... Pk
1 1 1
:n[l—Z(—)—i—Z( >+ Z( )‘
1<ick P 1<icj<i PP 1<icjep<k \PiPiPp
1
+o (=)W —)}
pip2 .- - Pk

0 que conclui a demonstragdo.
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4 Funcao j(n)

Neste capitulo estudaremos a fungdo de Mobius pi(n), cujos valores pertencem ao sub-
conjunto {—1,0, 1}. Denominada em homenagem a August Ferdinand M&bius, sua importincia
estd relacionada com férmula de inversdo de Mdbius, a qual detalharemos no decorrer deste

capitulo.

Definicao 4.1. (3, Definicdo 6-1). Seja n um nimero natural. Definimos a fung¢do p: N — Z

dada por
1 sen=1,

pu(n) = 0 se p?|n para algum primo p,
(=1)"sen =p;-ps---p-, onde p; sdo primos distintos.

Exemplo 4.2. Observe a tabela:

n | 10234567 ][8|9]10
pn) [1[-1|-1]0|-1]{1][-1]0][0] 1

Exemplo 4.3. Mostre que, para qualquer inteiro positivo 7,

3
H un+14) =0
i=0

Demonstracdo. Temos que

3

H,u(n-l—i):,u(n—i-())-,u(n-i—l)-,u(n+2)-,u(n+3).

Observe que no desenvolvimento do produtério aparecem niimeros consecutivos: n,n + 1,n +
2,n + 3. Em uma sequéncia de quatro niimeros consecutivos teremos um multiplo de 4. Como 4
¢ um quadrado perfeito, pela Defini¢do 4.1, um desses termos ird ser igual a 0, o que ird zerar

todo produtério. U

Mostraremos que p € multiplicativa sabendo apenas o seu valor em poténcia de primos.

Teorema 4.4. Sejam m e n niimeros naturais com mdc(m,n) = 1, entdo
p(m -n) = p(m) - p(n)

Demonstragcdo. Queremos mostrar que 4 € uma fun¢do multiplicativa. Considere as seguintes
decomposicdes em fatores primos m = p;® - po®2 -+ p,* e n = ¢ - 2?2 - - ¢.%. Se um dos
expoentes «; ou 3; exceder 1 teremos p(m) = 0 ou p(n) = 0. Além disso, algum p* ou ¢>
dividira mn, assim teremos p(m.n) = 0 = p(m) - p(n). Caso todos «; e 5; sejam iguais a 1
teremos p(m) - p(n) = (=1)* - (=1)" = (=1)"* = p(m.n). O
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Corolario 4.5. Sejam r, s niimeros naturais e p um niimero primo. Entdo

w(p") - p(p®) > p(p™).

Demonstra¢do. Vimos na Defini¢do 4.1 que p(n) assume valores diferentes de acordo com
algumas condi¢des, entdo observe 0s casos a seguir:

No primeiro caso considere onde r = 0 e s = 0, como (1) = 1 teremos a igualdade:

w(@") - p(®) = p(@°) - p@°) = p(1) - p(1) =1 = p1) = p(@™°) = u(@™**).

Jano casoonde r = 1 e s = 1, pela defini¢do de u(n) temos u(p') = (—=1)* = —1, entdo

w(p') - p(p') = (1) - (=1) =1> 0= p(p"™).

E por fim vamos analisar o caso onde r» > 2 ou/e s > 2, teremos que p? dividird p” ou/e p° e

consequentemente p?|p"*. Ora, sabemos que p(n) = 0 se p?|n entdo

u(p") - p(p®) = 0= pu(p™™).

Assim, concluimos que

u(5%) - 1(5%) = (1) - (1) = 1 = p(1) = p(5°) = p(5)
1( (=1)=1>0=pB"") = u®?)
u( -(0) = 0= p(5"2) = p(5%)

—
~—

51) .
51 -
Assim nos certificamos que

p(5") - pu(5%) > p(57).

Teorema 4.7. Se m e n sdo niimeros naturais que ndo sdo primos entre si, entdo p(m) - u(n) >

p(m - n).

Demonstragdo. Como ndo sio coprimos, m e n possuem fatores primos em comum, sejam eles
P1,P2,P3, - - -, Pr- Podemos escrever m = a-pr"'-pa"*-ps" - pr"t en = b-pr®pa®ops® -t
onde mdc(a,b)=1, com mdc(a, p;) = mdc(b, p;) = 1 para todo i. Dai

T2

M(m . n) — /J,(a . p1T1 Pyt p37’3 N pkrk‘ . b . plsl . p282 . p353 . pkgk)

r1+s1 r2+S2 r3+53
* P3 L

“ P2 TkEer)

:M(a.b.pl .pk

Como a, b, p, e ps 80 coprimos para quaisquer 7 e s, pelo Teorema 4.4, podemos fazer o seguinte

calculo:

,u<m . TL) — M(a) . /L(b) . ’u(plrl—i-m) . M(pzrz—i-sz) _M(p3r3+33) - Iu(pkrk-i-sk)
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O Coroldrio 4.5 nos diz que para cada i = 1,2,3, ..., k teremos p(p;"" %) < p(p’) - p(p:®),
portanto

plm - n) = p(a) - p(b) - p(pa™ ) - pulp"* %) - (™)

< p(pi™) - (™) - p(p2") - p(p2™) - o k™) - p(pe™) - pla) - p(b) = p(m) - p(n)
0 que resulta em:

p(m - n) < p(m) - p(n)

Mostramos no Teorema 4.4 que a func¢do p € multiplicativa. Mas esta fungdo nao é
completamente multiplicativa, pois ndo temos p(m - n) < p(m) - p(n) para alguns nimeros

naturais m € n.

Teorema 4.8.

1 sen=1
F<n>=2u(d>={0

din sen > 1

Demonstragcdo. Paran = 1 temos:

F(1) = p(d) = p(1) = L.

dl1

Vimos que p(n) é uma fung¢do multiplicativa, entdo F'(n) também serd multiplicativa. De fato,

sejan = a - b, com a e b inteiros e mdc(a,b) = 1. Logo

Fn) =3 u(d)

dn

= u(d)

dla-b

= Y uldi-dy)

dy|a-da|b

= Z p(dr) - p(do)

di |a-dslb
= Z p(dy) - Z (d2)
dila dalb

= F(a) - F(b)
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Sendo assim, paran = p; - ps - - - p,-, onde p; s@o primos distintos, teremos

F(n)=F(p1-p2- ... pr)

p1) - F(p2) - ... F(pr)

pld) - Y pld) 3 )

=2 3

(]

d|p1 d|p2 d|pr
= (u(1) + pu(pr)) - ((1) + p(p2)) - - (u(1) + p(py))
—(1—1)-(1—1)- .- (1—1)

e}

Agora, basta analisar /'(n) se algum p?|n,com p primo. Considere n = m - p%, com a > 2 ¢
(m,p) = 1.
F(n) = F(m-p*)
= F(m)F(p?)

=S uld)- Y )

dlp™ d|p®

= uld) - (1) + p(p) + p(p*) + -+ p(p*)

dlp™
=1+ulp)+0+---+0
—1-1
= 0.

Logo F'(n) = 0 para todo n > 1. O

Exemplo 4.9. Considere n = 45, teremos os seguintes divisores {1, 3,5,9,15,45}. Logo:

F(45) =) p(d) = p(1) + p(3) + u(5) + p(9) + p(15) + pu(45)

d|45

=14+ (-1)+(-1)+0+14+0=0

Exemplo 4.10. Mostre que dado um ndmero natural m teremos » -, fu(n) LmJ =1

Demonstragdo. Observe o seguinte somatorio:

m m m m

ST ) ) = nldn) + 3 pulda) + -+ 3 ()

n=1 \ d|n dq]1 da|2 dm|m

Como 1 € divisor de todos os inteiros, entdo ele ird aparecer em todos os somatérios acima. Ja o

nimero 2 € divisor de | 2| destes inteiros, logo 4u(2) ocorrerd | 2 | vezes. Generalizando, para d
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divisor de | |, dos inteiros de 1 a m, 1u(d) aparecerd | 2 | vezes. Portanto
S @) | =u) ||+ u@ |5+ 0@ [T+ nim) |2

n=1 dln m
=Y um |2

Sabemos, pelo Teorema 4.8, que

di|1 ds|2 dm|m
Portanto
m m m
S Y@ | =1=Yum) |2
n=1 din n=1

4.1 Formula de Inversao de Mobius

Para entendermos a Férmula de Inversao de Mobius precisamos conhecer o Produto de
Dirichlet, uma importante ferramenta entre as fungdes aritméticas. O leitor pode saber mais em
(12, Capitulo 1.7).

Definicao 4.11. (Produto de Dirichlet.) Sejam f e g duas fungdes aritméticas. O Produto de
Dirichlet ou produto de convolugdo, é a fungdo aritmética f * g definida por:

(frg)m) =D f(d)-g (%).

din

Sabemos que d é um divisor de n, entdo pares da forma (d, %) podem ser escritos como
(a,b) onde a,b € N tal que n = ab. Assim a defini¢do anterior pode ser reescrita da seguinte

maneira:

(Fxg)m) = 3 fla) - g(b).

a-b=n
Exemplo 4.12. Sejam f e g duas fun¢des aritméticas, para n = 6 teremos os divisores d =

{1,2,3,6}, vamos entender como se calcula o Produto de Dirichlet.

(F0)©) = 1o (5)

d|6

:f(1)-g<§>+f(2)-9<g>+f(3>'9(g>+f(6)'g<g>

= f(1)-9(6) + f(2) - 93) + F(3) - 9(2) + f(6) - g(1)
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Para o caso em que f = 7(n) e g = o(n) teremos
(f +9)(6) = f(1) - g(6) + £(2) - 9(3) + f(3) - 9(2) + f(6) - 9(1)
=7(1)-0(6)+7(2)-0(3)+7(3)-0(2) +7(6) - (1)
=1-1242-442-3+4-1
=30

Para entendermos as propriedades do Produto de Dirichlet necessitamos de trés fungdes

auxiliares. Defina:
id(n) = n Paratodon € N

I(n) = 1Paratodon € N
lsen=1

e(n) =
OParatodon > 1;n e N

Propriedade 4.13. (12, Teorema 1.8) Considere f, g e k fun¢des aritméticas. Valem as seguintes
propriedades:
@) frg=gx/.
(i) (fxg)xk=[fx*(g=*k).
(i) fxe=exf=f
(iv) Se f(1) # 0, f entdo existe uma func¢do g, funcdo inversa de Dirichlet, unica, tal que

frxg=e.

Demonstracdo. Vamos aceitar como verdadeira a propriedade (4), isto é, o Produto de Dirichlet

¢ comutativo. Agora perceba que

((fxg) = k)(n) =) (f *g)(d)k(c)

de=n
= Y fla)g(b)k(c)
= Z Fa)(g* k)(
= (f * (g =k))(n),

O que confirma a propriedade (7i), logo o Produto de Dirichlet é associativo. Para analisarmos a

propriedade (i77) basta notar que

(fre)m) = (ex Hm) = Y f(d)e (%)
dln

= [(n)e(1)
= f(n).
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Temos assim e o elemento neutro.

Na propriedade (iv) queremos mostrar que hd uma fungéo ¢ tal que f * g = e, ento,

S atar (1) = lsen—1
dn

OParatodon >1;n e N

Para n = 1 teremos um tnico divisor d = 1 entdo defina g(1) f(1) = 1. Ese n > 1 teremos

S o@s (5) = s+ Y s (5)

dln dlnn>d

— 20X s (5)+ X atarf () =0

dlnn>d dinn>d

Assim teremos a fungdo inversa de Dirichlet como

Exemplod.14. fxI=1xf =3, f(d)

Demonstragdo. Temos

Exemplo 4.15. Mostre que i x [ = e.

Demonstracdo. Vamos provar em duas etapas, na primeira considere n = 1:

(nx 1)(n) = (w)(n) * I(n) = (u)(1) * I(1) =1 = e(1).

Para segunda etapa sejan > 0en # 1

(px 1)(n) = (u)(n) * I(n) = p(n) x 1= _ u(d).

din
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Pelo Teorema 4.8 podemos concluir que >, pu(d) = 0 = e(n). Assim mostramos que (4 *
I)(n) = e(n) paratodon € N. 0

Exemplo 4.16. Mostre que 7(n) = (I * I)(n).

Demonstragdo. Temos

(IxDm) =Y 1) 1(5) =D 1 1= 1=7(n)

din d|n d|n
O
Exemplo 4.17. Mostre que (¢ * [)(n) = id(n).
Demonstragdo. Pelo Exemplo 4.14 e pelo Teorema 3.35 temos:
n .
(@x1)(n) =D old) 1 (5) =D 6(d)- 1= 6(d) = n = id(n)
dn din dn
O

As propriedades a seguir relacionam o produto de Dirichlet e fungdes multiplicativas.
Propriedade 4.18. (i) Se f e g s@o fun¢des multiplicativas, entdo f * g € multiplicativa
(i) Se f € uma fun¢do multiplicativa, entdo a inversa de Dirichlet é multiplicativa.
(iii) Considere f % g = h, se f e h sdo fun¢des multiplicativas, entdo g serd multiplicativa
(iv) Se h for completamente multiplicativa, entdo h(f*g) = (hf)* (hg) para qualquer fun¢des
feg.
As demonstragdes podem ser encontradas em (12).

Exemplo 4.19. Mostre que o(n) é multiplicativo usando o produto de convolugo.

Demonstragdo. Temos
id(n)« I = id(d) -1 (g) =N id(d)- 1= id(d) = o(n)
dn dln dln
Como o(n) = id * I, basta mostrar que / e id sdo multiplicativos para concluirmos a demonstra-
cdo. Considere n = a - b,
Ia-b)=In)=1=1-1=1I(a)-I1(b)
id(a-b) =id(n) =n=a-b=1d(a) - id(b)

Pelo item ¢ da Propriedade 4.18 teremos id * I multiplicativo, logo a fun¢io o(n) é multiplicativa.
U
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Teorema 4.20. (Férmula de Inversdo de Mobius (3, Teorema 6-6)) Sejam f e g fungdes aritmé-

ticas. Se, para cada n, satisfazem uma das condi¢oes
n
f) =g e gm) = udf (%)
din din

entdo satisfazem ambas condigoes.

Demonstragdo. Primeiro suponha que f(n) = >, g(d). Considere d’ = % entdo

Soudf (5) = 3 )

dn dd'=n

> uld)) - g(m)

dd'=n m|d’

= ) p(d)g(m)

dmh=n

=> uld) Y g(m).

dlh/ mh/=n

Vimos no Teorema 4.8 que >, /1(d) pode assumir o valor 0 se &’ > 1, e valor 1 se i’ = 1.

> u(df (5) = gt

din

Entao

). Faremos a seguinte troca de varidveis,

a
n para d e d para d', logo g(n) = >, 1(d) f 4). A partir dai podemos fazer os seguintes

S atd) = Y uiarf ()

dln din d'|d

calculos:

= 3 uld)f(m)

d'mh=n

=S uld) 3 fm)

d'|h! mh'/=n
Vimos no Teorema 4.8 que >, 1(d’) pode assumir o valor 0 se &’ > 1, e valor 1 se h' = 1.

Entao

> 9d) = f(n).

dn

Exemplo 4.21. (9, Exemplo 8.12) Prove que
S0 (5) - S (5) -
d|n d|n

para todo n > 1. Verifique esta equagdo paran = 12
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Demonstragdo. Perceba que nesta questdo devemos provar que (p* 7)(n) = I.

(15 7)) = () 7(m) = 3 ) - (1)

din

Sabemos que 7 (%) ¢é a soma de todos os divisores d, de %, logo 7 (%) = 3", 1 ento

(px7)(n) =Y pld)-Y 1=13"> uld)

dn dr ds

Onde d; s@o os divisores de 7. Separamos esta demonstragéo em duas etapas, se d, = n :
T

D) uldy)

dr ds

D) uld)

Pelo Teorema 4.8 temos ) | din u(d) = 1sen =1, para os outros casos temos o0 somatério nulo.
logo

21:1
1

Para segunda etapa seja e d, # n, pelo Teorema 4.8 temos » | din pu(d) = 0 paran > 1, logo

D> ud)=0

Assim,

WIRIOR

djn
Para n = 12 teremos
Sy () =
d|12
= () () 4 () 7)) () () () + () - 7(6) + () (1)

= p(12) - 7(1) + p(6) - 7(2) + p(4) - 7(3) + p(3) - T(4) + (2) - 7(6) + (1) - 7(12)
=0-1+(=1)*240-2+(=1)-3+(=1)-4+1-6

—0+2+0—-3—-4+46

=1
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4.2 Pares de Mobius

Defini¢o 4.22. (3, Definicdo 6-3) Se f e g fungdes aritméticas satisfazem f(n) = >, 9(d),
entdo {f(n), g(n)} é um Par de Mobius.

Teorema 4.23. (3, Teorema 6-7) Seja { f(n), g(n)} um Par de Mobius. Se uma da fungées f e g

for multiplicativa, a outra também é.

Demonstragdo. Suponha que g(n) seja multiplicativa e sejam m e n tais que mdc(m,n) = 1.
Como m e n sdo relativamente primos, iremos separar os divisores d de m - n em r ou s, onde

r|m e s|n. Entdo:

fm-n) =Y g(d)

dm-n

=D 9(r-s)
rlm  s|n

=D 9(r)- Y g(s)
r|lm s|n

= f(m) - f(n).

Portanto, f(n) é multiplicativa.

Agora, suponha que f(n) seja multiplicativa, pelo Teorema 4.20 sabemos que g(n) =

> g 1(d) f (%), considere a troca de varidveis de n para mn onde mdc(m, n) = 1. Entdo

glm-n) =Y p(d)- f (*7)

_gz“(”)'f(”ffb
= Zgjum )£ (5) £ (%)
3 () e ()
= ;H(Zl) -g(n). h
Logo g(n) é multiplicativa. 0

Exemplo 4.24. {n,¢(n)}, {r(n),1} e {o(n),n} sdo Pares de Mobius.

Demonstracdo. Para mostrarmos que f(n) e g(n) sdo Pares Mobius basta verificar que f(n) =
2 _dn 9(d). Observe que pela defini¢do de 7(n) e o (n) temos

)= 1 e on)=>» d
dn

din
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E vimos em Teorema 3.35 que

n=> ¢(d).

dn

4.3 Estabelecendo relacoes entre 1i(n) e ¢(n)

O teorema a seguir estabelecer o valor de ¢(n) a partir da fun¢do de Mobius, para esta

secdo tivemos como base o livro Number theory, de George E Andrews (3).

Teorema 4.25. (3, Teorema 6-2) Seja n um niimero natural. Entdo

o(n) = > uld)5

din

Demonstragdo. Seguiremos utilizando o Principio de indug@o sobre o niimero de fatores primos

de n. Se n tem um fator primo, n = ¢“, entdo, pelo Teorema 3.14, temos ¢(n) = ¢(¢*) =

q

« — g1, Agora iremos desenvolver o somatério

Zu(d)% = p(1)g* + p(q)g* ™" + () + - + plq®)
d|n

=¢" ="'+ 0+ 40

_ qa _ qa—l
Consequentemente, a sentenca € verdadeira quando n tem um fator primo. Agora vamos supor
que o teorema seja verdadeiro para cada inteiro com £ ou menos fatores primos. Suponha

n = n'p®, onde n’ tem k distintos fatores primos e p é primo que nio divide n’. Entdo, pela

hipétese de inducao e Teorema 3.27 temos

N n' o, 1
o00) = L'y =o' ]] (1-3).

Vamos agora dividir o conjunto {1,2,3,--- ,n} em p® subconjuntos, cada um consistindo de
n’ inteiros consecutivos. Cada subconjunto contém ¢(n') inteiros relativamente primos a n'.
Agora, dos p®¢(n) inteiros positivos em {1,2,3,--- ,n} que sdo relativamente primos para n’/,
os tinicos que possuem um fator comum com 71 30 0s p®~¢(n’) inteiros que sdo multiplos de p.
Consequentemente,

d(n) = p"o(n') — p*o(n). (4.1)
Para ilustrar esta construcéo, sejan = 30 = (3-2-5)en’ = 6 = (2 3). Abaixo iremos destacar
5 - ¢(6) nimeros em {1,2,3,--- ,30} que sdo relativamente primos com 6:

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12—-13—-14—15—16
17 —18 —19 — 20 — 21 — 22 — 23 — 24 — 25 — 26 — 27 — 28 — 29 — 30
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Para obter os 5 - ¢(6) nimeros em {1,2,3, - -- , 30} que sdo relativamente primos para 6 mas nao
para o 5. Tomamos todos os niimeros menores ou iguais a 30|5 = 6 que sdo relativamente primos
com 6, e multiplicamos cada um por 5. Assim obtemos 5-1 =5e 5 -5 = 25. A exclusdo desses
nimeros nos sublinhados acima deixa 1,7, 11,13,17,19,23 e 29, ou seja, todos os nimeros em

{1,2,3,---,30} que sdo relativamente primos com 30. Assim, usando (4.1) temos
¢(n) = po(n) — p*~'o(n')

=p") M(d)%/ =Y ()

d|n’ d|n’

—Zu ———Zu

djn’

pd

onde usamos o fato de que se p 1 d, entdo u(pd) = —,u(d). Além disso

p(d)n u
R pd
dn pd|n d|n pd|n
pid
+ Z w(p 2d Z
2d|n O‘dln
p(d)n

d|n

onde usamos que os termos sdo iguais a zero, desde que ji(N) = 0 se ¢*| N para algum ¢ primo, e
que, os termos p* ou com poténcia de p maiores que 2 aparecem no argumento de /.. Novamente,

pela hipétese de inducdo, vemos que

¢(n) =p"p(n') —p* " e(n)

€ assim provamos o teorema. O

Proposicao 4.26. Para n inteiro positivo teremos

(2 (d)

com d sendo os divisores positivos de n.
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Demonstra¢do. Vimos no Teorema 3.27 que ¢(n) = n]] (1 - pi

n

), onde p,, s30 0s primos

distintos que dividem n. Sejan = p;™ - po" - ... - px"* a decomposi¢do de n em fatores primos,

st =n(1=5)-(1=5) - (=3)
() () ()

_n-(p=1)-(p2—1)-...-(pr— 1)

temos

P1-p2- .. Pk
Temos que
é(n) n(p1—1)-(pa—1)-...-(pr—1) (pr—1)-(p2—1)- .- (pp— 1) )
pP1-p2---Pk
Agora vamos analisar o somat6rio ) dn ‘:’;((dd)), Temos n = p;" - py" - ... - p"*, pela definicdo de

p sabemos que 11(d)? = 1 ou u(d)* = 0. Como p(d)* = 0 se existir algum p primo tal que p?|d,

iremos apenas analisar o somatdrio sobre os divisores d; que nio sejam divisiveis por p?. Assim
S =Y
Od:) 2= 6(d)

d;|n
Como os divisores d; ndo sdo divisiveis por p?, cada primo p pode ser usado na fatoragfio primaria,

desta forma d; pode assumir os valores:

Lipi,p2, Pk, D1 D2y D1 Pky P2 " P35 Pk—1 " DPksP1 P2 P35+ ,P1 P2 " v " Pk

Entao

21:1+1+1+---+1+ R
y o(d;)  o(1)  o(p1)  d(p2) o(pk)  @(p1-p2) o(p1 - pr)

+m+”'+ ¢(pk_11'pk) +<b(p1;2'p3) +"'+¢(p1~p21~.---pk)
B R e REER Y syl ey e e
TS BTNy Al Py RS ey e
ﬂmﬁm@iu@rn+“+m—u@rbuwm4>

=1 =D+ @—1) (e -1+ +1
(p1—=1) - (p2—1) .- (e — 1)
Observe que numerador da dltima fragio é

(1= 1) s (= 1)+ (pa = 1) (pr— ) e 1=
= ¢(p1) + ¢(p2) + -+ O(px) + G(p1 - p2) + -+ + ¢(p1 - pr)
+ ¢(p2-ps) + -+ + O(pr-1 - i) + S(p1 - p2 - p3)+

+ QP2 DE)

= > ¢l

qlp1-p2--p
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comon = py - Py - ... - P, pelo Teorema 3.35 teremos
Z¢(Q) =n=pi-p2-. Pk
qn
Entdo
3 1L -1 =D+ @=D - (=1 +---+1
o odi) (pr=1)-(p2=1) - (P — 1)
_ P1-P2- ... Dk
(pr—=1)p2—1) .o (pr— 1)
o que € igual a equacdo (4.2), terminando assim a nossa demonstragao. U
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Conclusao

O objetivo deste trabalho € criar um material rico sobre fun¢des elementares, que ofereca
uma abordagem combinatdria para a teoria elementar dos nimeros. Além disso, temos como
motivacdo criar um material que aborde estas fun¢des aplicadas em questdes, visto que o

aprendizado se torna mais intenso quando se analisa resolu¢do de exercicios.

Para alguns leitores bem estudados neste tema de fungdes aritméticas, este trabalho pode
ser visto como uma ampla revisdo de conceitos conhecidos. Para outros leitores, este trabalho
€ uma nova forma de estudar o contetdo, por meio de exemplos e resolucdes questdes, o que
facilitam a compreensdo de propriedades e demonstracdes. Este trabalho serd de proveitoso para

aqueles leitores que buscam, em um s6 lugar, conceitos e aplicacdes em exercicios.

Sobre as fun¢des estudadas, comegamos com 7(n) a quantidade de divisores de n e o(n)
a soma dos divisores de n. Depois foi estudada a fungéo ¢(n) de Euler, a quantidade de nimeros
coprimos com 7 menores que 7, e por fim, a funcdo de Mobius j(n). Durante todo o processo
trouxemos exemplos, exercicios resolvidos, questdes de olimpiadas internacionais, problemas
em aberto e ligacOes externas. Além disso buscamos relacionar as fungdes apresentadas, o que €

de extrema importancia pois modifica a ideia de que a matematica € desvinculada e segmentada.

Sobre as funcdes citadas, o presente trabalho trouxe algumas defini¢des e exemplos que
sdo de facil entendimento, possibilitando assim a compreensao dos alunos do ensino basico.
Desta forma espera-se que o trabalho contribua para despertar o interesse do professor a trabalhar
conteudos de nivel superior com alunos da educacdo basica. Por exemplo, o estudo da func¢do de
Euler pelo principio da inclusdo e exclusdo, que € proposta neste trabalho, é uma possibilidade

de apresentacdo do conteddo para alunos a partir do primeiro ano do ensino médio.
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