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Apresentacao

Anete Soares Cavalcanti
Fabiano Barbosa Mendes da Silva

A Universidade Federal Rural de Pernambuco — UFRPE, ao longo dos seus
108 anos de existéncia, consolidou-se em uma instituicdo com tradi¢dao
em ensino, pesquisa e extensdo, cuja missao tem como foco “distribuir e
disseminar conhecimento e inova¢ao” baseada nos anseios da sociedade.
Nesse sentido, o Departamento de Matemaética oferece o Mestrado Profis-
sional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, que € um curso
semipresencial com oferta nacional coordenado pela Sociedade Brasileira
de Matemética — SBM.

Em marc¢o de 2011 um grupo de 49 Institui¢des de Ensino Superior, dis-
tribuidas em todo o Brasil, langou-se no desafio de compor o primeiro
Programa de Mestrado Profissional para Qualificagdao de Professores da
Rede Publica da Educac¢do Bésica (ProEB), PROFMAT. A UFRPE, como
parte desse grupo, abracou o sonho coletivo de mudar o Ensino de Ma-
tematica no Brasil em véarios ambitos através de acdes como formagao
continuada de professores, projetos de ensino e extensao, e ainda promog¢ao
do envolvimento, direta ou indiretamente, de estudantes do PROFMAT
com Cursos de Graduacdo e com Escolas do Ensino Bésico. Atualmente o
PROFMAT € composto por mais de 76 Instituicdes Associadas (101 cidades
de atendimento) abrangendo todos os Estados do Brasil. A partir dessa
experiéncia, outros Mestrados Profissionais do ProEB foram surgindo e
hoje abrangem todas as grandes 4reas da Educacdo Basica.

Ainda no ambito da UFRPE, € importante destacar que o PROFMAT co-
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memora 10 anos de existéncia em 2021 e vem crescendo ao longo dos
anos, tendo sua qualidade reconhecida através do Conceito 5 na CAPES
(nota méxima que um programa de pds-graduagdo apenas com o curso
de mestrado pode obter) em duas avaliacdes quadrienais consecutivas, €
ja conta com mais de 100 defesas de Trabalho de Conclusdao de Curso
(TCC)/Dissertagao.

A diversidade de temas abordados nesses trabalhos motivou-nos a propor
esta Coletanea de Estudos de Egressos do PROFMAT-UFRPE, que se cons-
titui como um registro histérico e, sobretudo, cientifico, evidenciando o
impacto que esse conhecimento pode ter na formacao de professores e irre-
futavelmente na sua pratica em sala de aula. Nesse sentido, apresentamos a
seguir uma breve descri¢ao dos estudos trazidos nesta coletanea.

O primeiro estudo trata-se de Uma Proposta Didatica para o Estudo de Area
e Perimetro no Ensino Fundamental II, em que as autoras, motivadas pelas
dificuldades e barreiras de aprendizagem dos estudantes do ensino funda-
mental no que concerne ao estudo da geometria, propdem uma sequéncia
didatica para o ensino de drea e perimetro de figuras planas baseada em ofi-
cina de construcdes, medi¢des de contornos e uso de geoplanos, buscando
tornar a aprendizagem mais significativa.

Na sequéncia, o segundo capitulo aborda a Func¢ao de Euler e o Principio
da Inclusdo e Exclusdo, apresentando os principais conceitos, teoremas e
exemplos que envolvem essa func¢do, ressaltando ainda a sua interligacdo
ao Principio da Inclusdo e Exclusdo, contetido amplamente abordado no
Ensino Médio.

O terceiro estudo, Consideragdes sobre Matemaética Financeira e Educacao
Financeira no Ensino Médio: Uma breve andlise de documentos oficiais e
livro didaticos, apresenta as diferencas entre Educacdo Financeira e Mate-
matica Financeira e ainda aborda as principais orientacdes dos documentos
oficiais norteadores de propostas curriculares, com &énfase na Base Nacional
Curricular Comum (BNCC), e discutem acerca das propostas de ensino de
Educacdo Financeira nos livros didéticos aprovados no PNLE 2018.

O quarto capitulo consagra-se aos Codigos Corretores de Erros no Ensino
Médio: Um estudo sobre o Cédigo de Hamming, em que o objetivo é



contribuir para a inser¢ao desse tema na Educacao Bésica através de uma
apresentacdo mais elementar, propondo, adicionalmente, uma sequéncia
didética para o ensino desse codigo.

Para o quinto capitulo reserva-se o tema O Estudo de Polindmios com
Relatos de Histéria da Matematica, que tem como objetivo apresentar uma
abordagem mais atrativa do estudo dos polindmios na Educagio Bésica a
partir da utilizacdo da Histéria da Matemdtica como ferramenta auxiliar
no processo de ensino-aprendizagem, contando ainda com um diferente
design na elaboracao do texto. O sexto estudo versa Sobre Algoritmos de
Ordenacdo e sua Abordagem no Ensino Médio, cujo objetivo € a realizacao
de uma abordagem didética acerca dos algoritmos Bubble Sort, Selection
Sort e Quick Sort, baseando-se nas competéncias e habilidades propostas
na BNCC, nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica € nos
Parametros Curriculares do Estado de Pernambuco.

No sétimo capitulo o tema desenvolvido € Teoria dos Numeros no Ensino
Basico: Uma proposta de texto didatico. O objetivo deste estudo é abor-
dar teoricamente os contetidos mais cldssicos da Teoria dos Nimeros que
pertencem ao curriculo do Ensino Fundamental, tais como divisibilidade
e numeros primos, dentre outros, apresentando os principais resultados,
demonstracdes e exemplos.

O oitavo capitulo aborda o tema Conicas: Refletindo e aprendendo. Com
o objetivo de apresentar aos estudantes do Ensino Basico um viés menos
abstrato e mais concreto e significativo das conicas, este estudo propde
atividades como experimentos e sequéncias didaticas como auxiliares na
formacdo dos principais conceitos.

Por fim, o dltimo capitulo versa sobre A Utilizacdo de Problemas Mate-
maticos em Aberto no Ensino Médio. A principal ideia deste estudo é
abordar alguns desses problemas no Ensino Médio com o objetivo de in-
centivar o uso de atividades investigativas pelos estudantes. Para tal, foram
apresentados problemas em aberto envolvendo nimeros primos, progres-
sOes e geometria, dentre outros, e ainda sugestdes de atividades para que
professores do Ensino Médio possam utilizar em suas aulas.
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Capitulo 1

Uma proposta didatica para o
ensino de perimetro e area no
ensino fundamental 11

Ma. Debora Simone Ferreira de Queiroz Arauj
Dra. Anete Soares Cavalcanti ]

Resumo: A Geometria é, sem divida, uma das partes mais fascinantes da Mate-
matica. Sua integracdo com a Algebra e a Aritmética torna essa unidade temética
ainda mais envolvente, mas esse fascinio nio € vivido pelos alunos do Ensino
Fundamental II, pois, para a sua maioria, a Geometria tem se tornado uma ini-
miga, que traz consigo dificuldades e barreiras na aprendizagem. Diante dessa
situagdo, viemos propor, com este trabalho, uma Sequéncia Didatica para o ensino
de Perimetro e Area das Figuras Planas no Ensino Fundamental II, baseada em
oficina de constru¢des, medicdes de contornos e uso de geoplanos, buscando tornar
a aprendizagem mais significativa. A opcdo pelos contetidos de Perimetro e Area

das Figuras Planas se deu devido a unidade temdtica de Geometria ser revisada no

I'Professora da Rede Estadual de Educacio de Pernambuco e da Rede Municipal de
Camocim de Sio Félix - PE, debora_simone @hotmail.com

Zprofessora da Universidade Federal Rural de Pernambuco - UFRPE,
anete.soares @ufrpe.br
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segundo semestre nas turmas do 9° ano da Escola pesquisada e ao fato de que esses
conteddos t€m tido baixo indice de acertos na Prova Brasil e em outras avaliagcdes

externas.

Palavras-chave: Perimetro; Area; Figuras Planas; Oficina; Sequéncia Didatica.

1.1 Introducao

As dificuldades que norteiam o ensino da Matematica tém sido obser-
vadas em muitas situagdes, como na retencdo de alunos nas suas séries,
em avaliagdes nacionais (Prova Brasil e SAEPE - Sistema de Avaliacdo da
Educacao de Pernambuco) e também nas avaliacdes internacionais, como o
PISA (Programa Internacional de Avaliacao de Estudantes), no qual o Bra-
sil se encontra entre os 10 piores desempenhos do mundo em Matematica
(MORENO; OLIVEIRA, 2019).

A necessidade de inovacgdo nas aulas de Matematica, buscando motivar
o aluno de forma que este se torne protagonista e interaja no processo de
aprendizagem, bem como o desenvolvimento de conhecimentos bésicos
que sdo requisitos em sua série/ano para uma aprendizagem eficaz, t€ém sido
o anseio de muitos professores.

Segundo a BNCC, o Ensino Fundamental deve ter compromisso com o

"letramento matematico”,

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desen-
volvimento do letramento matematico, definido como as com-
peténcias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar
e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o esta-
belecimento de conjecturas, a formulagdo e a resolugdo de
problemas em uma variedade de contextos, utilizando concei-
tos, procedimentos, fatos e ferramentas matematicas (BRASIL,
2018, p. 266).

Esse letramento matemaético busca desenvolver no aluno a juncao das

competéncias e habilidades necessérias a Matematica, sendo aferido em
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diversas avaliacdes como a avaliacao do PISA, conforme sua matriz de
2012.

A Geometria, uma das cinco unidades temdticas que compdem o ensino
da Matematica no Ensino Fundamental, conforme a BNCC, “envolve o
estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos necessarios para
resolver problemas do mundo fisico e de diferentes dreas do conhecimento”
(BRASIL, 2018). Logo, contemplar todo esse “amplo conjunto de conceitos”
ndo tem sido uma tarefa facil, seja pelas dificuldades apresentadas pelos
alunos ou mesmo de professores nessa drea de ensino, seja pelo extenso
curriculo de cada ano/série, seja pelas lacunas existentes na vida escolar de
alunos e professores.

Outra indicagdo da BNCC para o ensino da Geometria é que ele nio

fique inserido apenas ao uso de férmulas e seus respectivos célculos,

Assim, a Geometria ndo pode ficar reduzida a mera aplicagdo
de férmulas de calculo de 4rea e de volume nem a aplicagdes
numéricas imediatas de teoremas sobre relagdes de propor-
cionalidade em situagdes relativas a feixes de retas paralelas
cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitdgoras. A equi-
valéncia de dreas, por exemplo, ja praticada h4 milhares de
anos pelos mesopotamios e gregos antigos sem utilizar férmu-
las, permite transformar qualquer regido poligonal plana em
um quadrado com mesma drea (é o que os gregos chamavam
“fazer a quadratura de uma figura™). Isso permite, inclusive,
resolver geometricamente problemas que podem ser traduzidos
por uma equacao do 2° grau (BRASIL, 2018, p. 272).

Portanto, a experimentacdo e a construgao de atividades que possibilitem
ampliar o conhecimento do aluno tornam-se ainda mais atual. Diante disso,
os contetidos escolhidos para a pesquisa foram Perimetro e Area de Figuras
Planas e o ptiblico-alvo para vivéncia da Oficina foram os alunos do Reforco
Escolar. Na Escola onde foi feita a pesquisa, os alunos que apresentam
baixo rendimento escolar sdo encaminhados para o Refor¢o, aulas que

acontecem duas vezes na semana, com duracdo de 1 (uma) hora cada
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aula no contra-turno. Nelas, sao averiguadas as dificuldades dos alunos
e sdo organizadas atividades para facilitar a aprendizagem e melhorar o
desempenho dos mesmos junto as suas turmas.

Para avaliar a Oficina, aplicamos um Pré-Teste com 10 (dez) questdes
de Perimetro e Area das Figuras Planas, retiradas das avaliacdes anteriores
do SAEPE, com as duas turmas das quais os alunos do Refor¢co Escolar
participam, para que pudéssemos mensurar o nivel dos alunos. E, apds a
aplicagdo da Oficina, um Pés-Teste, com o mesmo publico envolvido.

Esse artigo € um recorte da dissertacio de Araujo (2020), cujo objetivo é
apresentar uma Sequéncia Diddtica a ser utilizada para o ensino de Perimetro
e Area de Figuras Planas por professores do Ensino Fundamental II. Sendo
ressaltado, como objetivo especifico, o envolvimento de atividades préaticas
para consolidacio dos conceitos de Perfmetro e Area das Figuras Planas.

O artigo possui quatro secdes, as duas primeiras trazem um breve his-
térico sobre a Geometria e a Geometria Euclidiana. A terceira traz uma
Sequéncia Didatica para o Ensino de Perimetro e Area de Figuras Planas
aplicada com os alunos do Refor¢co Escolar de duas turmas do 9 ano, sendo
baseada em atividades de constru¢do e medicao de figuras planas. Na quarta,
sintetizamos os resultados observados na aplicagdo da Oficina e fizemos

uma comparagdo entre o Pré-Teste e o Pds-Teste.

1.2 Fundamentos tedricos e metodologicos

1.2.1 A geometria - breve historico

Segundo Boyer, afirmar sobre a origem da Geometria € muito arriscado,
pois os primérdios desse assunto sao mais antigos do que a arte de escrever,
uma vez que a origem da Geometria foi dada por Herédoto e Aristoteles
a civilizagdo egipcia. Ainda conforme Boyer, "Herédoto mantinha que
a geometria se originava no Egito, pois acreditava que tinha surgido da
necessidade prética de fazer novas medidas de terras apds cada inundagao
anual no vale do rio", diferente do pensamento de Aristételes que "achava

que a existéncia no Egito de uma classe sacerdotal com lazeres é que tinha
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conduzido ao estudo da geometria"(1974, p. 5).

As ideias de Herddoto e Aristoteles concordam que os egipcios foram
os primeiros a utilizar a Geometria, mas divergem quanto a origem. Nao po-
demos contradizé-los nem reafirmd-los, mas podemos pensar que a origem
da Geometria se deu bem antes dos egipcios. O homem neolitico talvez
ndo tivesse a necessidade de remarcar suas propriedades, talvez também
nao tivesse lazeres sacerdotais, mas seus desenhos e figuras sugerem uma
preocupacdo com as relagdes espaciais, conforme Boyer (1974).

Vinda do Egito, a Geometria teria chegado até a Grécia no século 5 a.C.
por Tales de Mileto, segundo Bicudo (2009). No Egito e na Babilonia, o
critério de verdade era a experiéncia, ou seja, acreditava-se naquilo que a
pessoa via. Mol (2013) ressalta que foram as necessidades préticas que
serviram de estimulo para o desenvolvimento da matemdtica egipcia. Essas
experiéncias eram repassadas por meio de registros, como o célebre Papiro
de Rhind, datado de cerca de 1650 a.C., que contém 84 problemas de
geometria e de aritmética acompanhados de solucdes, entre eles, o cdlculo
de 4rea.

Segundo Mol, na Grécia, a Matemadtica “deixou de ser uma cole¢do de
resultados empiricos e passou a ter o formato de uma ciéncia organizada
de maneira sistemadtica e por elementos racionais” (2013, p. 29). Dessa
forma, com os conhecimentos praticos do Egito e da Babilonia, os gregos
comecaram a aperfeicoar a Geometria. Por volta de 300 a.C., Euclides
fez o primeiro grande resumo dos conhecimentos matematicos existentes
na época, que estio organizados em seu livro Os Elementos, no qual suas
“nocdes comuns” e seus “postulados” do Livro I sdo as primeiras nog¢des geo-
métricas que sdo aceitas sem contestacoes, €, a partir delas, sdo organizados
e demonstrados diversos conceitos (BICUDO, 2009).

1.2.2 A geometria euclidiana

A Geometria Euclidiana estd fundamentada no livro Os Elementos de
Euclides, no qual ele demonstra 465 proposi¢cdes contidas em 13 livros (ca-

99 <

pitulos) utilizando “definicdes”, “postulados” e “no¢des comuns” (também
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chamadas de axiomas) e adotando o método axiomdtico-dedutivo.
Segundo Mol (2013), Euclides utiliza a ideia de Aristételes sobre os
axiomas e os postulados, diferenciando-os em seu livro. Entretanto, hoje

nao fazemos distin¢do entre postulados e axiomas.

Segundo Aristételes, os axiomas eram “indispensaveis de co-
nhecer para aprender qualquer coisa”, eram verdades comuns a
todos os estudos e tinham validade geral. Os postulados seriam
menos 6bvios, ndo pressupondo conhecimento prévio, uma vez
que se aplicavam apenas ao objeto em estudo - a geometria, no
caso. Essa ideia aristotélica € usada por Euclides ao separar
seus postulados dos axiomas. A matemadtica moderna, no en-
tanto, ndo faz distin¢do entre os dois conceitos (MOL, 2013, p.
48).

Como afirma Bicudo (2009), os cinco postulados nos quais se baseia a

Geometria Euclidiana, na integra, traduzidos do grego sao:

* 1° Postulado Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto

até todo ponto.

Figura 1.1: Reta definida por dois pontos

FONTE: Produzida pela autora

» 2° Postulado Também prolongar uma reta limitada, continuamente,

sobre uma reta.
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Figura 1.2: Segmento prolongado sobre reta

R

FONTE: Produzida pela autora
¢ 3° Postulado E, com todo centro e distdncia, descrever um circulo.

Figura 1.3: Circulo de centro e raio quaisquer

FONTE: Produzida pela autora
* 4° Postulado E serem iguais entre si todos os angulos retos.

Figura 1.4: Angulos Retos

FONTE: Produzida pela autora

Na verdade, os quatro primeiros postulados ndo possuem alta comple-
xidade para entendimento. Talvez, as dificuldades apresentadas pelos
leitores sejam referentes ao termo reta limitada do 2° Postulado e ao

termo distancia (quando trata do raio do circulo) no 3° Postulado.

» 5° Postulado E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os
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angulos interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado

qual estdo os menores do que dois retos.

Figura 1.5: Postulado das Paralelas

FONTE: Produzida pela autora

O 5° Postulado também conhecido como o Postulado das Paralelas,
durante anos, foi muito criticado por diversos matematicos. Eles discorda-
vam que ele seria um Postulado e acreditavam que ele poderia ser provado
utilizando os postulados anteriores. E importante ressaltar que a negagdo do
5° Postulado geraria a descoberta de novas geometrias, como a Geometria
Hiperbdlica, entre outras.

Esses postulados, juntamente com as defini¢cdes e os axiomas, servi-
ram de base para as demonstra¢des dos teoremas e construcao das figuras
contidas no livro Os Elementos.

Os Elementos nao pode ser considerado apenas um compéndio de Geo-
metria, pois contém toda a Matemadtica conhecida daquela época, por volta
de 300 a.C.. Com certeza, representa uma das obras mais importantes da
Matematica, mesmo nao possuindo aplicacdes nem exercicios e a exposi¢cao
das demonstracdes sendo feita de forma direta. Foi utilizado pelas Escolas
e Universidades até o final do século XIX e inicio do século XX. Segundo
Barbosa "a geometria ensinada na escola secunddria é, frequentemente,
copia quase literal de 8 ou 9 dos 13 volumes que o constituem"(2012, p.
71). Tornou-se o livro mais traduzido para outras linguas, ao lado da Biblia,

como afirma Barbosa,
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Ao lado da biblia, € sem ddvida o livro mais reproduzido e
estudado de todos os que j4 foram escritos na histéria do mundo
ocidental. Mais de 1000 edi¢Oes dele ja foram produzidas
desde a invenc¢do da imprensa e, antes disto, copias manuscritas
dominavam todo o ensino da matematica (2012, p. 71).

Quando as primeiras traducdes do livro Os Elementos de Euclides foram
feitas por volta de 1482, em plena Renascenca, muitos interessados come-
¢aram um minucioso estudo sobre os teoremas e resultados nele contidos,
com énfase no Postulado das Paralelas e se ele era ou ndo um axioma inde-
pendente dos outros, conforme Mol (2013). Varios estudos foram feitos por
muitos matemadticos ao longo dos séculos, tentando demonstrar o Postulado
das Paralelas utilizando os outros postulados, o que o faria deixar de ser um
postulado, mas eles ndo tiveram éxito.

Segundo Avila (1992), existem vdarias formulacdes para o Postulado das
Paralelas. Uma das mais simples e muito encontrada nos livros didaticos é
a de John Playfair, enunciada abaixo:

Postulado de Playfair - Por um ponto fora de uma reta ndo se pode

tracar mais que uma reta paralela a reta dada.

Figura 1.6: Retas Paralelas

FONTE: Produzida pela autora

A culminéncia no desenvolvimento da Geometria, como aponta Bi-
cudo (2009), se deu no final do século XIX, no ano de 1897, com a obra
Fundamentos da Geometria, na qual o matematico alemao David Hilbert
apresentou um sistema axiomadtico para a Geometria Euclidiana. De acordo

com Mol (2013), Hilbert propds uma construcdo partindo de trés elementos
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- 0 ponto, a reta e o plano - e de relacdes entre esses elementos. Essas

relacdes foram feitas através de 21 axiomas, divididos em cinco grupos:

Axiomas de Conexao

¢ Axiomas de Ordem

Axiomas de Congruéncia

¢ Axiomas de Continuidade

Axioma das Paralelas

Com o trabalho de Hilbert, foi dada uma precisdo légica a Geometria
Euclidiana, provando ndo haver falhas na geometria proposta por Euclides.
Hoje, no ensino da Geometria, € utilizado esse método axiomético, como
no livro de Jodo Lucas Marques Barbosa, Geometria Euclidiana Plana
(BARBOSA, 2012), no qual o método axiomadtico de A. V. Pogorelov leva
o estudante, de forma precisa e rapida, aos teoremas mais importantes da
Geometria Euclidiana.

1.2.3 Sequéncia didatica

O ensino da Geometria sempre foi considerado um trabalho dificil em
sala de aula. Muitas pessoas ndo tiveram a oportunidade de inserir no
seu curriculo educacional os conhecimentos geométricos devido a diversos
fatores, como os livros didaticos, que antigamente traziam os contetidos
de Geometria nos ultimos capitulos, o extenso curriculo escolar para ser
cumprido e a falta de motivacdo e preparagdo por parte de muitos professo-
res. Algumas dessas situagdes perduram até hoje em muitas escolas. Assim,
analisando as etapas do processo ensino-aprendizagem, precisamos utilizar
atividades que favorecam esse processo.

Sobre os modelos das aulas de matematica os PCNs relatam:

Tradicionalmente, a pritica mais frequente no ensino da Mate-

mética tem sido aquela que o professor apresenta o contetido
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oralmente, partindo de defini¢des, exemplos, demonstracao de
propriedades, seguidos de exercicios de aprendizagem, fixacao
e aplicacdo, e pressupde que o aluno aprenda pela reprodugdo
(BRASIL, 1998, p. 37).

Mas os PCNs também ressaltam que essa prética nao tem sido eficaz, a
reproducdo correta ndo representa a apreensao do conteddo e sua utilizagcdo
em outros contextos.

Com esse mesmo pensamento, a BNCC ressalta que

Os processos matemadticos de resolu¢do de problemas, de in-
vestigacdo, de desenvolvimento de projetos e da modelagem
podem ser citados como formas privilegiadas da atividade ma-
tematica, motivo pelo qual sdo, a0 mesmo tempo, objeto e
estratégia para a aprendizagem ao longo de todo o Ensino Fun-
damental (BRASIL, 2018, p. 266).

A BNCC também traz o seguinte direcionamento a respeito da Geo-
metria no Ensino Fundamental: que as ideias matemdticas fundamentais
associadas a essa temadtica sdo, principalmente, construcao, representacio
e interdependéncia (BRASIL, 2018, p. 271, grifo nosso).

Com os direcionamentos dos PCNs e da BNCC, podemos ver que o
planejamento do professor deve ser um processo de reflexdo para uma
abordagem adequada dos contetidos em cada turma de alunos, observando
seus conhecimentos prévios e suas necessidades, a fim de atingir o objetivo
- a aprendizagem. Zabala usa o termo Sequéncias Diddticas “como sendo
um conjunto de atividades ordenadas, estruturadas e articuladas para a
realizacdo de certos objetivos educacionais, que tém um principio e um fim
conhecidos tanto pelos professores como pelos alunos” (1998, p. 18).

Como afirma Cabral (2017, p. 33), é justamente o Planejamento, a
Aplicagdo e a Avaliacdo que formam a triade sugerida por Zabala (1998),
na qual o professor identifica a dimensdo de ensinar e aprender Matematica.

Schneuwly define Sequéncia Didética como:



26 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

A unidade de trabalho escolar, constituida por um conjunto
de atividades que apresentam um numero limitado e preciso
de objetivos e que sdo organizadas no quadro de um projeto
de apropriacdo de dimensdes constitutivas de um género de
texto, com o objetivo de estruturar as atividades particulares
em uma atividade englobante, de tal forma que essas atividades
tenham um sentido para os aprendizes (SCHNEUWLY, 1991
apud MACHADO, 2000, p. 7).

Assim, para Dolz, “a elaborac¢do da Sequéncia Didética deve ser pre-
cedida de uma espécie de estudo de género a ser ensinado” (2004 apud
CABRAL, 2017, p. 34). Tomaremos entdo a Sequéncia Didética como um
conjunto de atividades articuladas, executadas por etapas, que visam uma

aprendizagem mais significativa.

1.2.4 Metodologia - material e métodos

Nesta se¢do, apresentaremos a Sequéncia Didética que foi construida
com o intuito de auxiliar os alunos do Reforco Escolar. O tema foi escolhido
pela necessidade de revisao dos contetidos de Geometria no 2° Semestre
Letivo da escola onde foi realizada a pesquisa.

Para montagem da Oficina, levamos em consideragdo as palavras de
Dolz, acima, a respeito da elaborag¢do da sequéncia didética. Primeiramente
foi realizado um Pré-Teste com as duas turmas pesquisadas. Apds os
resultados do Pré-Teste, foi feita a montagem da Oficina para os alunos do
Refor¢o Escolar, com atividades que envolvessem a constru¢do, medigdo e
andlise de Perimetro e Area das Figuras Planas, utilizando material de baixo
custo e/ou reciclaveis que pudessem servir como objeto manipuldvel para
os alunos e, buscando com essas atividades, fortalecer o processo ensino-
aprendizagem e a investigacdo e resolucdo de problemas, como ressalta a
citacdo da BNCC vista na secao anterior.

A Sequéncia Didética foi desenvolvida numa escola publica municipal

na cidade de Bonito - PE, com duas turmas do 9° ano, num total de 66
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(sessenta e seis) alunos. Nessa escola, os alunos que se encontram com
baixo rendimento escolar sdo encaminhados para o Reforco Escolar. Dessas
duas turmas, foram encaminhados 25 (vinte e cinco) alunos. Essas aulas
aconteceram duas vezes por semana (terca-feira e quinta-feira) com duracio
de 1 (uma) hora de aula cada dia. A oficina foi realizada apenas para os
alunos que participaram do Refor¢co Escolar, nos dias 17, 19, 24 e 26 de
Setembro e 01, 03, 08 e 10 de Outubro de 2019.

Apresentaremos ainda a Aplicacdo da Sequéncia Didética, os desafios
surgidos durante as Oficinas e o encaminhamento dado buscando uma

aprendizagem efetiva.

1.2.4.1 Montagem da sequéncia didatica
« TEMA: Perimetro ¢ Area das Figuras Planas.
« PUBLICO ALVO: Alunos do 9° ano do Ensino Fundamental.
. DURACAO: 12 (doze) horas/aulas
* DISCIPLINA: Matematica - unidade tematica: GEOMETRIA.

* OBJETIVO GERAL: Apresentar uma situagcao diddtica em forma
de Oficinas, com medicdes de perimetro e drea, além da utilizagdo de

férmulas para comprovacao das medicdes.
+ OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1. Identificar o nivel dos alunos sobre o assunto de Perimetro e

Area das Figuras Planas através de um Pré-Teste (Anexo 1).
2. Vivenciar as atividades da Oficina:

— Construgao das figuras planas com cartolina guache (colo-
rida), papeldo ou E.V.A. para medi¢ao do perimetro e da
area dessas figuras;

— Medicdo das dimensdes (largura, comprimento, lados e
diametro) das figuras planas construidas e preenchimento
da Tabela 1;
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— Medicao do perimetro (contorno) das figuras planas cons-
truidas utilizando barbante e régua, na qual os alunos irdo
fazer o contorno da figura com o barbante e depois medir
o comprimento do barbante utilizado. Esses dados serdo
preenchidos na Tabela 2;

— Analisar o perimetro encontrado pelas medi¢des da Tabela
2, com o calculo feito no caderno do Perimetro das mesmas

figuras com as dimensdes da Tabela 1;

— Calcular a razdo entre o comprimento da circunferéncia e o
diametro do circulo, buscando que os alunos percebam que
essa razao se aproxima do valor de 3,14 (7);

— Construir, no Geoplano tradicional, figuras planas com drea

especifica e perimetro determinado;

— Construir, no Geoplano Circular, um circulo com o objetivo

de identificar seus elementos e calcular seu perimetro.

3. Identificar o nivel dos alunos apés a aplicacdo das atividades da

Oficina através de um Pds-Teste.

4. Comparar os resultados obtidos no Pds-Teste dos alunos que

participaram da Oficina e alunos que ndo participaram.

* DESENVOLVIMENTO:

1° Momento: Aplicacio do Pré-Teste com todos os alunos das duas
turmas pesquisadas.

2° Momento: Inicio da Oficina com os alunos do Refor¢o Escolar,
a partir de uma explanagio sobre os contetidos de Perimetro e Area
de Figuras Planas. Apds a explanagdo, os alunos deverao construir,
com cartolina guache, papeldo ou E.V.A., as figuras planas pedidas,
observando as caracteristicas de cada figura. Nesse momento, 0s

alunos deverao anotar as dimensodes de cada figura na Tabela 1.

3° Momento: Medicdo do contorno das figuras com barbante e régua

e anotacdo na Tabela 2.
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Tabela 1.1: Medidas das Figuras Planas
Figuras Largura | Comprimento
QUADRADO 1
QUADRADO 2
RETANGULO 1
RETANGULO 2
PARALELOGRAMO 1

PARALELOGRAMO 2
TRAPEZIO 1

TRAPEZIO 2

TRIANGULO 1 Lados:
TRIANGULO 2 Lados:
CIRCULO 1 Diametro:
CIRCULO 2 Diametro:

Fonte: Produzido pela autora

4° Momento: Calculo do perimetro das figuras construidas com as
informagdes da Tabela 1 e comparacido com as medidas do perimetro
da Tabela 2. Nesse momento, os alunos também deverao calcular a
razao entre o comprimento da circunferéncia e o diametro do circulo,

com o objetivo de observarem a aproximac¢ao do nimero 3, 14 (7).

5° Momento: Construcao de figuras planas no Geoplano Tradicional
com perimetro e drea determinados. No Geoplano Circular, construir
um circulo, identificar seus elementos (raio, didmetro e cordas) e

calcular o comprimento da circunferéncia construida.
6° Momento: Aplicacido do Pés-Teste (Anexo 2) com os alunos que
participardo da pesquisa.
* RECURSOS:
— Cartolinas guaches, papeldo e E.V.A., régua, tesoura, compasso,
par de esquadros e barbante.
— Tabelas 1 e 2.

— Geoplano Tradicional e Geoplano Circular.
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Tabela 1.2: Perimetro das Figuras Planas
Figuras Perimetro

QUADRADO 1
QUADRADO 2
RETANGULO 1
RETANGULO 2
PARALELOGRAMO 1
PARALELOGRAMO 2
TRAPEZIO 1
TRAPEZIO 2
TRIANGULO 1
TRIANGULO 2
CIRCULO 1

CIRCULO 2
Fonte: Produzido pela autora

« AVALIACAO: A avaliagio serd de forma continua, durante todo
o processo de execucao da Oficina, observando a participagdo dos
alunos em cada atividade proposta. A condensa¢do da avaliagcdo serd
feita comparando os resultados do Pré-Teste com os resultados do
Pés-Teste.

1.2.4.2 Aplicacdo da sequéncia didatica

1° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - Aplicacdo do Pré-Teste
(Anexo 1), contendo questdes do eixo Geometria aplicadas nas avaliagdes
anteriores do SAEPE. O Pré-Teste foi aplicado com duas turmas do 9°
ano da Escola pesquisada, ou seja, os alunos que participaram do Reforco

Escolar e os demais alunos das turmas.
APLICACAO DA OFICINA

A aplicagdo da Oficina foi feita apenas para os alunos do Reforco
Escolar durante as aulas de refor¢o. Durante esse periodo de aplicacdo da

Oficina, as duas turmas pesquisadas, com os alunos do Refor¢o Escolar e
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os demais, tiveram revisdo do Eixo de Geometria pelo professor vigente da
disciplina em seu hordrio normal de aula.

2° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - Inicialmente fizemos uma
introducio sobre os conceitos de Perimetro e Area das Figuras Planas, iden-
tificando as caracteristicas das figuras, contetidos esses que sao revisados
no 9° ano do Ensino Fundamental. Com uso de cartolina guache colorida,
régua, compasso, lapis e tesoura, os alunos construiram: dois quadrados,
dois retangulos, dois paralelogramos, dois trapézios, dois triangulos e dois
circulos, com dimensdes diferentes.
As construcdes foram feitas utilizando a sala da Biblioteca da Escola, por
ser um espaco maior que as salas de aula, com mesas que comportam até
4 (quatro) alunos. Apds construidas as figuras, os alunos anotaram suas
dimensdes na Tabela 1.

Figura 1.7: Construcdo das Figuras Planas

Fonte: Produzido pela autora

3° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - Deveriamos ter passado
para a medi¢do do contorno (Perimetro) das figuras construidas, mas,

quando fomos organizar as figuras construidas por cada aluno, observamos
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Figura 1.8: Figuras construidas pelos alunos

Fonte: Produzido pela autora

que os pretendidos paralelogramos nao estavam bem construidos, pois os
lados opostos ndo eram paralelos. Tendo em vista os problemas das figuras,
fez-se necessdrio trabalhar construcio de paralelas e constru¢do de angulos
retos. Conversamos com a turma do Refor¢o e vimos que eles ndo sabiam
trabalhar com o par de esquadros, na verdade, eles nem o conheciam por
esse nome, achavam apenas que eram réguas, sé que num formato diferente.
Dessa forma, reorganizamos a atividade para ensinar como construir per-
pendiculares (angulo reto) com uso do par de esquadros e como construir
as paralelas (lados paralelos do paralelogramo e do trapézio).

Essa parte da sequéncia didética ndo estava prevista, pois acreditivamos
que os alunos dominavam o uso de instrumentos como a régua, compasso,
esquadros e transferidor. Fizemos uma explanacao oral, seguida de exem-
plos, sobre o uso do par de esquadros para a constru¢do de perpendiculares
(angulos retos) e retas paralelas. Os alunos fizeram entdo, a nova construgdo
das figuras que ndo estavam com as medidas angulares corretas.

Esse momento foi realizado na propria sala de aula e ndo na Biblioteca,
como fizemos no 2° Momento, pois precisivamos do quadro branco para

fazer as construcdes junto com os alunos.
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Figura 1.9: Construcdo de Perpendiculares e Paralelas com par de esqua-
dros

Fonte: Produzido pela autora

4° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - Comeg¢amos fazendo uma
explanacdo de como os alunos deveriam fazer a medicao do contorno das
figuras, utilizando o barbante e a régua. Eles deveriam contornar a figura
construida com o barbante e depois medir, com a régua, o comprimento que
fora utilizado. Os alunos fizeram a medi¢ao do contorno e perimetro das
figuras construidas com certa dificuldade. Devido a espessura da cartolina
guache (sugerimos utilizar papelao, papel panama ou E.V.A. com espessura
minima de 3 milimetros), fazer o contorno com o barbante torna-se um
pouco mais trabalhoso. Apds a medi¢do dos contornos e preenchimento da
Tabela 2, os alunos calcularam o Perimetro dessas figuras com as dimen-
soes anotadas na Tabela 1. Momento esse de muitas discussdes, porque
as constru¢des nao ficaram perfeitas, logo, houve pequenas divergéncias
entre os valores obtidos no cdlculo do perimetro e as medi¢des do contorno
anotadas na Tabela 2. Como desafio, colocamos o calculo da razdo entre o

comprimento da circunferéncia e o didmetro da mesma.
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Alguns alunos puderam observar que os valores dessa razao estavam proxi-

mos de 3,14 e que esse valor é o que utilizamos como aproximacdo para 7t

(p1).

Figura 1.10: Medi¢do do Contorno das figuras construidas

Fonte: Produzido pela autora

5° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - As atividades com Geo-
plano foram divididas em duas etapas: a primeira, com o Geoplano Tradici-

onal (figuras poligonais); a segunda, com o Geoplano Circular (circulo).

Na primeira etapa, os alunos construiram figuras planas no Geoplano.
Primeiro, fizemos uma explanagdo oral sobre o Geoplano, o que significa a
unidade de drea utilizada no mesmo e como os alunos deveriam contar as

unidades de area.

No geoplano tradicional, foi solicitado aos alunos que construissem

figuras planas, com as seguintes caracteristicas:

1 - Construir uma figura com perimetro de 10 unidades;
2 - Construir uma figura com 8 unidades de area;

3 - Construir um triangulo isdsceles;

4 - Construir um triangulo com 10 unidades de area;

5 - Construir um retangulo com 14 unidades de drea;

6 - Construir um quadrado com 25 unidades de érea.
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Figura 1.11: Medi¢do do Contorno das figuras construidas

Fonte: Produzido pela autora

Na segunda etapa, utilizamos o Geoplano Circular. Foi solicitado aos
alunos as seguintes acoes:

1 - Construir uma circunferéncia de raio qualquer;

2 - Marcar o raio da circunferéncia com um lédpis de cor e identifica-lo
como segmento de reta;

3 - Desenhar duas cordas nessa circunferéncia, diferenciando-as por
cores e identificando-as como segmento de reta;

4 - Marcar o diametro, identificd-lo como segmento de reta. Nessa etapa,
o0 objetivo era que os alunos observassem que o didmetro € a maior corda

da circunferéncia;

5 - Calcular o comprimento dessa circunferéncia usando a equagao
C=2nr.



36 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Figura 1.12: Atividades com Geoplano Tradicional

Fonte: Produzido pela autora

6° Momento: Total de 2 (duas) horas/aulas - Finalizamos a Sequéncia
Didaética, aplicando o Pés-Teste. A aplicagdo foi feita com as duas turmas
pesquisadas, ou seja, com os alunos que participaram da Oficina durante o

Reforco Escolar e os demais alunos das turmas.

1.3 Consideracoes finais

Nessa secdo, faremos uma Andlise do Pré-Teste, evidenciando em quais
questdes e seus respectivos temas e/ou conteidos os alunos obtiveram
menor e maior indice de acertos. Faremos também uma comparagdo entre
os alunos que participaram do Refor¢o Escolar e os demais.

Da mesma forma, em seguida, faremos uma Anélise do Pos-Teste,
evidenciando também as questdes com menor e maior indice de acertos
e, com isso, realizaremos uma comparagdo do antes e depois da Oficina
aplicada. Uma andlise mais detalhada desses resultados pode ser encontrada
na dissertagio Uma proposta diddtica para o Ensino de Perimetro e Area
no Ensino Fundamental Il (ARAUJO, 2020).
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Figura 1.13: Atividades com Geoplano Circular

Fonte: Produzido pela autora

1.3.1 Anadlise pré-teste

A Aplicacdo do Pré-Teste (Anexo 1) foi dada com 66 (sessenta e seis)
alunos que compdem as duas turmas avaliadas. O resultado consta na tabela

3 a seguir.

Observando os dados coletados no Pré-Teste, podemos verificar que as
questdes 2 e 3 foram as que os alunos tiveram maior percentual de acertos
com 84,80% e 98,50%, vemos também que essas questdes foram organiza-
das utilizando Malha Quadriculada. Entretanto a questdo 4 também envolve
Malha Quadriculada, mas, como trata de comprimento de circunferéncia, o
resultado ndo foi o esperado em comparacao as questdes anteriores. Ja as
questdes 5 e 7, que envolvem calculo do Comprimento da Circunferéncia,

foram as que tiveram um percentual mais baixo de acerto, de 4,50% e
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Tabela 1.3: Resultados do Pré-Teste

~ Quantidade Percentuais ~
Questio de Acertos | de Acertos (%) Temas das questies
01 20 30,30 Corda e diametro de circunferéncia
02 56 84,80 Perimetro de regido em malha quadriculada
03 65 98,50 Area de regido na malha quadriculada
04 31 46,90 Area de regido na malha quadriculada, com circunferéncia
05 03 4,50 Perimetro de regido, envolvendo circunferéncia
06 16 24,24 Area de anel circular
07 02 3,00 Comprimento de circunferéncia
08 08 12,10 Comprimento de circunferéncia
09 37 56,10 Area de retangulo
10 29 43,90 Composicdo e decomposigdo de figura, calculo de perimetro

Fonte: Produzido pela autora

3,00%, respectivamente.
Separando os resultados do Pré-Teste entre os alunos que participavam
do Reforco Escolar e os demais alunos participantes da turma, obtivemos o

seguinte gréifico:

Figura 1.14: Resultados do Pré-Teste

Fonte: Produzido pela autora

Podemos ver que os alunos que foram encaminhados para o Refor¢o
Escolar estavam com percentual de acertos abaixo dos demais alunos que
compdem as turmas pesquisadas, demonstrando que também nos contetdos

de Perimetro e Area das Figuras Planas eles possufam dificuldades.
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1.3.2 Anadlise pos-teste

O Po6s-Teste (Anexo 2) em sua elaboracdo constava de 10 (dez) ques-
toes, envolvendo apenas os temas em que os alunos tiveram dificuldade
no Pré-Teste, pois vimos que eles dominavam os contetidos de Perimetro
e Area de Figuras Planas com malha quadriculada e Area de Retingulo e
Regido Poligonal, mas, quando levamos o Pos-Teste para apreciacao do
professor vigente de Matemdtica das turmas pesquisadas, ele salientou que
algumas questdes utilizavam cdlculos com niimeros irracionais e as turmas
ndo possuiam dominio desses contetidos. Achamos sensato retirar essas
questdes com o objetivo de que o Pds-Teste avaliasse os conteudos traba-
lhados nas revisdes do professor em sala de aula e na sequéncia didatica

aplicada no Refor¢o Escolar.

No dia da aplicagcdo do Pds-Teste tivemos um total de 08 (oito) alunos
faltosos: 02 (dois) alunos do Reforco Escolar e 06 (seis) alunos dos demais
que compdem as turmas pesquisadas.

Os dados do Pos-Teste foram coletados e condensados, como mostra a

tabela 4 a seguir, evidenciando o percentual de acerto por questao.

Tabela 1.4: Resultados do Pos-Teste

. | Quantidade | Percentuais ~
Questdo de Acertos | de Acertos (%) Temas das questoes
01 31 53,45 Comprimento de circunferéncia
02 50 86,20 Raio de circunferéncia
03 40 68,96 Corda, raio e didmetro de circunferéncia
04 52 89,65 Comprimento de circunferéncia
05 56 96,55 Corda, raio e didmetro de circunferéncia
06 20 34.48 Perimetro de. uma regla(?, envolvendo
circunferéncia
07 13 22,41 Area de circunferéncia

Fonte: Produzido pela autora

Podemos observar esses resultados para uma melhor comparagdo no

gréfico a seguir:
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Figura 1.15: Comparacdo dos Resultados do Pds-Teste

Fonte: Produzido pela autora

Comparando os resultados dos alunos que participaram da Sequéncia
Didética, que tiveram em média 72,05% de acerto, com os resultados dos
demais alunos que participaram apenas das revisoes feitas pelo professor
vigente de Matemadtica, que tiveram em média 59,59% de acerto, podemos
ver que os alunos que participaram da Sequéncia Didética tiveram um
melhor resultado, com cerca de 20% acima do percentual dos demais
alunos, ressaltando que os alunos que fazem o Refor¢co Escolar estavam

com baixo rendimento escolar.

1.3.3 Conclusao

A busca por novas ac¢des pedagdgicas visando facilitar o processo ensino-
aprendizagem tem sido o anseio de muitos professores de Matemdtica. As
diferencas entre os niveis de conhecimento de alunos de uma mesma turma
pode ser também um fator que traz dificuldade ao processo.

O desenvolvimento da Sequéncia Didética proposta neste trabalho, re-
alizada com alunos do Refor¢co Escolar (baixo rendimento escolar), de-

monstrou que acdes pedagdgicas que envolvam construgdo e manipulacao
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de figuras planas podem contribuir para uma aprendizagem significativa,
reiterando o que Kamii e Declarck ressaltam sobre o conhecimento mate-
matico, "conhecimento fisico € aquele que existe na realidade externa que
as pessoas veem e € diferente do conhecimento matemaético: este consiste
nas relacdes que o individuo constréi em sua mente"(apud LORENZATO,
2006). A oficina de construgdo de figuras planas e medi¢do de contornos
trouxe aos alunos habilidades e competéncias para estabelecer relagdes entre
as féormulas matemdticas e o significado dos objetos matemadticos (figuras).
Baseando-se nessa argumentacao, os alunos puderam resolver problemas
sem utiliza¢do de férmulas. Com as atividades com os Geoplanos, os alunos
puderam verificar relacdes entre perimetro e drea de figuras planas e os
elementos de uma circunferéncia. Podemos observar também a seguranca
dos alunos ao fazerem as atividades durante a Oficina, demonstrando a
apropriagdo dos significados de cada objeto matematico (figuras) e suas

caracteristicas.

Quanto a comparagao entre o resultado do Pré-Teste e do Pés-Teste dos
alunos do Reforco Escolar (baixo rendimento escolar), podemos verificar
um desenvolvimento qualitativo e quantitativo muito expressivo, ficando
com um percentual de acertos 20% superior ao resultado dos demais alunos
no Poés-Teste.

Dessa forma, respeitar a individualidade de cada aluno passa a ser uma
necessidade no processo ensino-aprendizagem, no qual as dificuldades que
cada aluno possui em Matemdtica podem ser vistas como um norteador

para a pratica educativa do professor.

Os resultados desse trabalho nos trouxe encorajamento para inserir novas
sequéncias diddticas com construcao e manipulacdo de objetos nas aulas de
Matemitica, bem como, pensando no futuro, organizar um Laboratério de
atividades de Geometria para serem vivenciadas na Escola pesquisada em
todas as séries/anos do Ensino Fundamental II. Esperamos também que ele
possa auxiliar professores do Ensino Fundamental na escolha de Sequéncias

Didaticas para o ensino de Perimetro e Area de Figuras Planas.
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1.4.1 Anexo 1 pré-teste

Dados de Identificacao 3.| (Oficina de Itens/2010) Veja a figura cinza

desenhada na malha quadriculada abaixo. A

DISCIPhHa' Matematica medida da drea de cada quadradinho da ma-

Professor: lha é igual a lem?.
Aluno(a):

1. (Oficina de Itens/2010) Nas figuras abaixo,
estdo desenhadas quatro circunferéncias, to-
das com o raio medindo 18 cm. A figura que
indica a medida correta da corda MN é:

N N
A B) Qual € a medida da drea dessa figura cinza?
a)( ) 19cm?
b)( ) 20cm?
2
M " c)( ) 28cm
d)() 49cm?

Figura 1 Figura 2

. (SAEPE/2016) Na praga principal de uma ci-
D) dade tem um chafariz cujo formato estd repre-
sentado na malha quadriculada abaixo, em
que o lado de cada quadradinho equivale a
2 metros. Em uma reforma, os azulejos que

revestem o fundo do tanque desse chafariz fo-

= o
.z
=
.z
~

Figura 3 Figura 4 ram trocados por novos.

2. (Oficina de Itens/2010) Ana desenhou o mo-
delo de seu bordado na malha quadriculada
abaixo. Cada quadradinho dessa malha tem 1

cm de lado.
Quantos metros quadrados de azulejos, no
Quanto mede o contorno da figura desenhada minimo, foram utilizados para cobrir todo o
por Ana? fundo desse chafariz?
a) () 9cm a) ()20(r+3)
b) () llem b) () 20(4m+3)
c) () 15cm ) ()24(m+10)
d) () 16¢cm d) () 80(m+3)

e) () 80(4m +3)
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5. (SAEPE/2016) Em um shopping foi inaugu-

rada uma pista de corrida cujo formato € a jus-
taposi¢do de duas semicircunferéncias e um
retangulo com as medidas indicadas no dese-
nho abaixo. Para protecdo, existe uma mu-
reta em todo o contorno dessa pista.

Qual ¢ a extensdo dessa mureta de proteciao?
a) () 251,20m

b) () 371,20m

c) () 622,40m

d) () 4800m

e)()5144m

(SAEPE/2016) O desenho abaixo é formado
por dois circulos concéntricos.

Qual é a medida da drea da parte colorida de
cinza?

a) () 34mem?

b) () 25mem?

¢) () 21mem?

d) () 16zcm?

e) () 13mem?

(SAEPE/2016) Uma artesda construiu uma
mandala em formato circular e contornou o
maior circulo com fita. Os raios dos circu-
los da mandala encontram-se representados
no desenho abaixo.

Qual foi a quantidade minima, aproximada,
de fita utilizada pela artesa para confeccionar
essa mandala?

a) () 60cm

b) () 93cm

c) () 124cm

d) () 186¢cm

e) ()248cm

(SAEPE/2016) Lucas ¢é atleta e, como trei-
namento, dd diariamente 6 voltas completas
em uma pista circular de raio 50 m. A dis-
tancia aproximada, em metros, percorrida
diariamente por Lucas nessa pista é: (Use:
m3,14)

a) () 15700

b) () 7850

c)() 1884

d) ()314

e) () 300

. Observe, no desenho abaixo, o esquema de

um estabulo que foi construido para acomo-
dar dez cavalos.

Qual € a medida da area ocupada por esse
estdbulo?

a) () 960m?

b) () 280m?>
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10.

¢) () 140m?
d) () 68m?
e) () 34m?

Marcos usou dois tridngulos e dois trapézios
idénticos aos das figuras I e II para cons-
truir o retangulo ABCD, conforme o desenho
abaixo.

1.4.2 Anexo 2 pos-teste

Qual é a medida do perimetro do retangulo
ABCD construido por Marcos?

a) () 30cm

b) () 32cm

c) () 44cm

d) ()47cm

e) () 56cm

“A Geometria faz com que possamos adquirir o
hdbito de raciocinar, e esse hdbito pode ser
empregado, entdo, na pesquisa da verdade e
ajudar-nos na vida”

(Jacques Bernoulli)

(TICs na Matemdtica) Na figura, as circunfe-

réncias de centro A e B tocam-se no ponto
X.

Dados de Identificacao 2.
Disciplina: | Matematica
Professor:
Aluno(a):

(PROJETO TELARIS, 9° ano - Adaptada)
Maria deseja ir do ponto A a C, quanto ela
percorreria a mais pegando o caminho verde
ao invés do caminho vermelho? Use 7 = 3,1

a)()3,lm
b) () 13,1m
c)()1lm
d) () 10m

A distancia AB é:

a) () maior que 6 cm
b)()6cm
c)()S5cm

d) () menor que 5 cm

. (TICs na Matemadtica) Na circunferéncia
abaixo, de centro O, os segmentos CD, OF e
AB sio, nessa ordem:
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a) () corda, raio e didmetro
b) () didmetro, raio e corda
¢) () raio, corda e didmetro
d) () corda, didmetro e raio

(TICs na Matemdtica) Uma pessoa pretende
colocar meio fio em torno de uma praga cir-
cular de raio 20m. Sabendo que o contorno
da praga pode ser calculado pela seguinte ex-
pressdo: C =2, onde R € o raio e considere
T3,

A medida do contorno da praca é:
a) () 50m

b) () 100m

c) () 40m

d) () 120m

(SAEPE - Pacto pela Educagdo - Adaptada)
Sendo V o centro da circunferéncia, observe

os segmentos destacados abaixo:

Qual desses segmentos corresponde ao dia-
metro dessa circunferéncia?

a) )VN

b)y()TS

o) ()RM

d()QU

e)()PS

(SAEPE - Pacto pela Educacao) Leticia cos-
tuma caminhar em volta de uma praca for-
mada por uma regido retangular e um semi-
circulo. O contorno dessa praca estd repre-
sentado no desenho abaixo.

Qual € a distancia aproximada que Leticia
percorre ao dar uma volta completa ao redor
dessa praga?

a) () 748m

b) () 245,6m

c)()182,8m

d) () 160m

e) () 151,4m

(SAEPE - Pacto pela Educacao - Adaptada)
Na casa de Luana, havia um jardim de for-
mato circular com 12 m de didmetro. Para
cortar custos, a drea desse jardim foi reduzida
a quarta parte, mantendo o mesmo formato
circular. Qual é a medida do novo didmetro
do jardim apds essa reducdo?

(Considere: 722 3)

a)()6 m

B)()9 m

c)()12m
d)()24 m
e)()48 m

Desejo uma boa atividade a todos!
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Resumo: O presente trabalho tem como propdsito fazer um estudo sobre a funcdo
¢ de Euler, que foi desenvolvida pelo matematico e fisico suico Leonhard Euler
para apresentar uma generalizacdo do Pequeno Teorema de Fermat (HEFEZ, 2011)
e que mais tarde se mostrou uma importante ferramenta no desenvolvimento da
Teoria dos Numeros. Veremos conceitos, propriedades, teoremas, demonstragdes
e alguns resultados importantes. Além disso, forneceremos alguns exemplos
que ajudam a compreender as ideias utilizadas nas demonstracdes e traremos
alguns problemas ndo resolvidos envolvendo esta funcdo. Para este estudo, é
necessario apenas a compreensao de conteidos vistos na educagao bdsica, isto
inclui as propriedades dos inteiros positivos relacionados com a primalidade, a
divisibilidade e as operacgdes elementares. Também apresentaremos a funcio de
Euler interligada ao Principio da Inclusdo e Exclusao, conteddo abordado no ensino
médio.
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2.1 Introducao

Neste trabalho, veremos conceitos, propriedades, teoremas e alguns
resultados importantes da Fun¢do ¢ de Euler, também chamada por func¢io
Totiente, usada por Leonhard Euler para provar o Pequeno Teorema de
Fermat. Esta funcdo associa a cada inteiro positivo n a quantidade de

inteiros positivos menores do que n que sao coprimos com # € é denotada
por ¢ (n).

Uma outra aplicac¢do da func¢io ¢ € na descoberta da ordem do grupo
multiplicativo de inteiros modulo n. Temos que ¢ € a cardinalidade do
grupo de unidades do anel Z /nZ. Essa fungdo também possui uma aplicagio
moderna em criptografia e desempenhou um papel fundamental na defini¢do
do sistema de criptografia do método RSA criado em 1977 por R. Rivest, A.

Shamire e L. Adleman.

Para a compreensao deste artigo, € necessdrio ter o conhecimento de
alguns temas referentes ao ensino basico, como, por exemplo, nimeros
primos, divisores de um nimero natural e operagdes elementares (adicao,
subtracdo, multiplicacdo e divisdo) que sdo abordados desde o inicio do

ensino fundamental.

Algumas definicdes e exemplos que serdao apresentados sio de fécil en-
tendimento, possibilitando assim que o professor possa trabalhar conteidos
de nivel superior com alunos da educagdo basica. Além disso, apresen-
taremos a fun¢do de Euler interligando-a com o Principio da Incluséo e
Exclusdo, que € um tema visto no Ensino Médio quando se estuda Teoria

dos conjuntos.

Este estudo tem como base a dissertacdo Fungoes elementares e teoria
dos niimeros (SILVA, 2019), que trata de algumas Fun¢des elementares.
Algumas demonstrac¢des, mais detalhes e outros exemplos podem ser encon-
trados nesse trabalho. Esse material também € indicado para aprofundar-se

no tema de Funcdes elementares e teoria dos nlimeros.
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2.2 Funcao totiente de Euler

A funcao Totiente, também chamada de Funcdo ¢ de Euler, é, na teoria
dos nimeros, definida para um nimero inteiro positivo n como sendo igual
a quantidade de niimeros inteiros positivos que sao relativamente primos
com n ndo excedendo n, que denotaremos por ¢ (n).

Foi o matematico suico Leonhard Euler (1707-1783) que a definiu. Ele
foi um dos maiores matemdticos de todos os tempos. Nascido na Suica, era
filho de um pastor protestante que esperava que ele seguisse os passos do
pai. Euler possuia facilidade para o aprendizado de linguas e uma enorme
habilidade para efetuar contas mentalmente.

Aos 14 anos, j4 ingressava na Universidade da Basileia, mas foi aos
20 anos que ganhou reconhecimento internacional, quando recebeu uma
mencdo honrosa da Academia de Ciéncias de Paris. Assumiu a fungio
de fisico na nova Academia de Sao Petersburgo, na Russia, em 1727,
comecando assim sua vida profissional. Em 1733, Euler ja assumia a
catedra de matemdtica nesta mesma academia.

Euler produziu resultados matematicos ao longo de sua vida. Mesmo
quando a doenga o assolou e ele ficou totalmente cego em 1771, isto ndo
diminuiu a sua produtividade cientifica. Ele escreveu sobre varios temas
como niimeros complexos, teoria das funcdes, cdlculo diferencial e integral,
musica, teoria dos nimeros, teoria das particdes e mecanica, tornando-se,
assim, um dos maiores matemaéticos de todos os tempos (HEFEZ, 2016).

No entanto, Euler ndo escolheu nenhum simbolo especifico para repre-
sentar esta fungdo na época. A notagdo ¢ foi introduzida por Gauss no livro
Disquisitiones Arithmeticae, publicado pela primeira vez em 1801, mas o
uso do parénteses em torno do argumento nao foi utilizado, sendo usada a
seguinte forma: @n.

Foi o matematico James Joseph Sylvester que escolheu o nome Totiente,
pois ele tinha o costume de inventar palavras novas para as coisas com
as quais tratava. Este matematico fez contribui¢des nas dreas da teoria
matricial, teoria dos invariantes, analise combinatoria e teoria dos ndmeros.

A seguir, faremos um estudo sobre a fung¢do Totiente. Iniciaremos
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apresentando a sua definicdo, para, em seguida, trazermos algumas de
suas propriedades e exemplos. Além disso, no decorrer do trabalho,
apresentaremos um estudo combinatorial desta fungdo e a relacionaremos

com o principio da inclusio e exclusao.

Definicao 1. Seja n um niimero natural. Definimos a funcdo ¢ : N — N
dada por §(n) =|[{k e N: 1<k <nemdc(k,n)=1}|, na qual |A| indica

o niimeros de elementos de um conjunto A.

Abaixo temos o gréfico de ¢ (n) para 1 < n < 1000. Observe-se que
¢ (1) =1, pois o tnico natural menor ou igual a 1 é ele mesmo e ainda temos
mdc(1,1) = 1. Para n > 2, temos n = mdc(n,n) # 1, de onde podemos
concluir que ¢ (n) < n.

Para encontrarmos o valor de ¢(8), observemos o conjunto dos inteiros
positivos que sdo relativamente primos com 8 ndo excedendo 8.
{xeN:1<x<8emdc(x,8) =1} = {1,3,5,7}. O conjunto possui 4
elementos, assim, concluimos que @ (8) = 4. Agora encontraremos o valor
de ¢(15).

Temos {xe N: 1<x<15emdc(x,15) =1} = {1,2,4,7,8,11,13,14}.
Note que o conjunto possui 8 elementos, portanto ¢ (15) = 8.

A seguir, temos duas proposi¢des importantes e suas demonstragoes.
Proposicao 1. Temos ¢(2) =1 e ¢(n) > 2, para todo niimero natural n > 3.

Demonstracdo. Temos que o Gnico nimero relativamente primo com 2
e menor que 2 é o0 1, logo ¢(2) = 1. Paran >3 temos n— 1 > 2, como
dois nimeros consecutivos sao primos entre si, segue que, paran >3, ne
n — 1 sdo relativamente primos. E como mdc(n,1) =1, temos 1 e (n— 1)
coprimos com n. Logo, ¢(n) > 2 para todo nimero natural n > 3, como

queriamos. [

Proposicdo 2. Seja n um niimero natural, entdo ¢ (n) =n— 1, se, e somente

se, n é primo.
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Figura 2.1: Gréfico de ¢ (n)
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Fonte: Cruise (2012), editada pelo autor.

Demonstracdo. Suponha que ¢(n) = n— 1, entéo para todo m < n temos
mdc(n,m) = 1. Logo, n ndo pode ser composto por um produto de fatores
primos menores que n, ou seja, n € primo. Suponha que n seja primo,
entdo todos os nlimeros naturais menores que n sao relativamente primos
com n, 0s nimeros naturais menores que n sao 1,2,3,...,n— 1, portanto

¢(n) =n— 1, como queriamos. O

Sabemos que existem alguns tipos de nimeros primos especiais, como,
por exemplo, os primos gémeos. Os primos da forma p e p + 2 sdo cha-
mados de gémeos, denominacao que foi usada pela primeira vez em 1916
pelo matematico alemdo Paul Stickel (1862 — 1919). Pela proposi¢do an-
terior, é facil mostrar que para esses primos teremos ¢ (p+2) = ¢(p) + 2.
Considerando n = p +2 primo, temos ¢(p+2) = (p+2)—1=p+1=
(p—1)+2=9¢(p)+2.



54 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Podemos calcular o valor de ¢ (n) para um natural n qualquer a partir
do fato de que a fungdo ¢ de Euler é multiplicativa, ou seja, ¢ (m-n) =
¢(m) - @ (n) para m e n inteiros positivos com mdc(m,n) = 1.

Veremos agora uma sequéncia de teoremas e exemplos, a fim de que
consigamos calcular o valor de ¢ (n) para algum n relativamente grande.

Teorema 1. Dados m e n inteiros positivos com mdc(m,n) = 1, entdo

¢(m-n)=¢(m)-¢(n).

Para ilustrar o método do Teoremal[l] sejam m = 6 e n = 5. Mostraremos
que ¢(5-6) = (5)-¢(6). Observemos a tabela abaixo contendo os nimeros
dela5-6=30

1123 ]4]5
6 | 7]181] 9110
1112131415
16 [ 17 | 18 | 19 | 20
21 1222312425
26 | 27 |28 | 29 | 30

Para encontrar os inteiros que sdo primos com 5, devemos obser-
var a coluna k somente se mdc(5,k) = 1, ou seja, observar as colunas
dos ¢(5) = 4 elementos que sdo primos com 5, entdo, consideraremos
k={1,2,3,4}. Na primeira linha, temos 4 elementos que sdo primos
com 35, logo sdo 4 colunas para encontrarmos os elementos primos com 6.
Como mdc(5,6) = 1, os elementos de cada coluna deixam restos diferentes
quando divididos por 6, pois formam um sistema completo de residuos
modulo 6. Suponha que nao se forme um sistema completo de residuos,
entdo pegue dois elementos quaisquer desta coluna, obedecendo a seguinte
equagdo (6 —x)-5+k=(6—y)-5+k mod 6 <+— (6—x)-5=
(6—y)-5 mod 6 <— (6—x)=(6—y) mod 6 <= x=
y mod 6, contradicdo. Além disso, sabemos que mdc(6,x) = mdc(6,r)
onde r € o resto da divisdo de x por 6, assim, em cada coluna, teremos 0s

elementos perpassando por todos os restos de 6 (Por exemplo, na coluna
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k =1 teremos {1,6,11,16,21,26} que correspondem respectivamente aos
restos {1,0,5,4,3,2} na divis@o por 6). Logo, cada uma dessas colunas tem
¢(6) = 2 elementos primos com 6. Na coluna 1, temos {1, 11}; na coluna
2, {7, 17}; na coluna 3, {13, 23}; e, na coluna 4, {19, 25}. Concluimos,
portanto, que 8 =@ (5-6) = ¢(5) - ¢(6) =4-2.

Uma demonstracdo do Teorema [I{ pode ser encontrada em Silva (2019).
Observe que esse Teorema ndo implica que os nimeros relativamente primos
com m - n sejam obtidos como produto dos nimeros relativamente primos
com m e os relativamente primos com n. Usemos o exemplo anterior
para ilustrar ¢(30) = ¢(5) - ¢(6). Note que os nimeros relativamente
primos com 6 séo {1,5} e os niimeros relativamente primos com 5 sdo
{1,2,3,4}, enquanto que os nimeros relativamente primos com 30 sdo
{1,7,11,13,17,19,23,29}. Veja que ha ntimeros no tltimo conjunto que

nao sdo produtos de dois nimeros dos outros dois conjuntos.

corolario 1. Se mj, my,...,m, sdo primos entre si, dois a dois, entdo

o(my-my-...-my) = @(my)-9(mz) - ¢(my).

Demonstragdo. Demonstraremos esse coroldrio por indu¢do sobre o nu-
mero r de fatores. Para r = 1 temos ¢ (m;) = ¢(m;). Suponha que seja
valido para r =k,

O(my-my-...omyp)=¢(my) - ¢(ma)-- @ (my).

Mostraremos que € vdlida para r = k+ 1. Considere my, my,...,my,
My 1 primos entre si, dois a dois. Considere a = mj -mjy - ... - my. Observe
que a e my, sdo primos entre si, pois mdc(a,my 1) = mdc(my -my - ... -
my,mi.1) = 1. Como a e my, 1 sdo primos entre si, pelo Teorematemos

G(my-my- oy ) =
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Assim mostramos que a férmula é valida para r = k+ 1, logo, por

indugdo finita, é valida para todo nimero natural r. L]

A partir do coroldrio anterior podemos afirmar que se p{', p52,....p%
sdo primos entre si, dois a dois, entdo ¢ (p{" - p3* -+ p%) = ¢ (p{") - 9 (p5?)-
...+ ®(p%). Demonstremos agora a férmula para calcular ¢ (p®) para cada

inteiro positivo & e cada primo p.

Teorema 2. Seja p um primo e Q um inteiro positivo. Entdo
o o o—1 o—1 o] 1
¢o(p%) =p*—p* =p* - (p—1)=p": =)

Demonstragdo. Sabemos que @ (p%*) é a quantidade de inteiros positivos
ndo superior a p% e relativamente primos com p%*. Os tnicos nimeros
positivos menores e que sio relativamente primos com p% sio aqueles que
ndo possuem o fator p. Observe que os numeros que possuem o fator p sdo

os seguintes multiplos:

p72p73p7”' 7kp7

onde kp = p®. Logo k = p®~!. Portanto, existem p®~! inteiros ndo primos

com p%. Portanto, ¢ (p%) = p* — p*~1. O

Vamos calcular ¢(8) usando o teorema demonstrado anteriormente.
Temos ¢(8) = ¢(23) =23 —22 =8 -4 =4,

Observe ainda que, pelo Coroldrio [I]e Teorema 2] temos:

Teorema 3. Sejan = p;"' - p"?-...- pi'* a decomposicdo de n em fatores
primos. Entdo ¢(n) = pi" "' -py2 7t o (pr—1) - (pp—1) - ...
(pr—1).

A partir deste ultimo teorema, podemos calcular facilmente o valor
de ¢(n) para algum n relativamente grande. Vamos fazer um exemplo.

Decompondo o niimero 12600 em fatores primos obtemos 12600 = 23 - 32.
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52.7. Utilizando o Teorema temos

¢(12600) = ¢(2°-3%.5%.7)
=0(2°)-9(3%)-9(5°) - 6(7)
=222-1)-3'3-1)-5'5-1)-7°(7' - 1)
=4.3.2.5.4.-1-6
— 2880

Portanto, o nimero 12600 possui 2880 inteiros positivos menores que

ele mesmo e que sdo relativamente primos com ele.
corolario 2. Para todo niimero natural n > 2, ¢(n) é par.

Demonstragdo. Se a decomposi¢do de n contém um fator primo p > 3,
considere p* a maior poténcia de p nesta decomposi¢do. Podemos escrever
n como o seguinte produto de fatores primos entre si n = p*-a. Pelos
Teoremas (1| e [2 segue-se que ¢(n) = ¢(p*)-d(a) = P (p—1)-¢(a).
Como p é um primo maior que 3, (p — 1) € par, logo, ¢ (n) é par. Agora,
se na decomposi¢ao ndo existir um fator primo p > 3, podemos escrever
n da seguinte forma n = 2" e, como n > 2, temos r > 1, assim como
o(n)=¢(2")=2""1.(2—1). Como r > 1, assim ¢(n) é par. O

Observemos agora os resultados abaixo para chegarmos numa nova

conclusdo acerca dessa funcao.

$(2%) =¢(4)=2
$(2°)=¢(8) =4
0(2*-2%)=9¢(32) =16

Note que ¢ (4)-¢(8) =2-4 < 16 = ¢(32). Concluimos que ¢ (2%)-¢(23) <
¢(22+3).

Ainda podemos mostrar que, para quaisquer r, s nimeros naturais e p
um nimero primo, teremos ¢ (p”) - 9 (p*) < ¢ (p" ™).

Teorema 4. Se m e n sdo niimeros naturais que ndo sdo primos entre si,

entdo §(m-n) # §(m)- §(n)
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Esse teorema e todos os resultados anteriores sdo obtidos a partir das
propriedades multiplicativas da fun¢do ¢ de Euler. Sabemos que um nimero
natural pode ser decomposto em um produto de fatores primos de modo
unico, mas pode ser escrito como a soma de dois outros nimeros naturais de
vdarias maneiras diferentes, por isso ndo se espera que ¢ tenha propriedades
aditivas. Observe o seguinte exemplo para nos certificarmos:

Sabemos que ¢(7) = 6. Podemos decompor o niimero 7 das seguintes

maneiras:

7=1+6, temos ¢(7) £ ¢(1)+¢(6)=1+2=3
7=2+5,temos ¢(7) # p(2)+¢(5)=1+4=5
7=3+4,temos ¢(7) £ 9(3)+¢(4) =2+2=4

Perceba que nenhumas das respostas é igual ao valor de ¢(7). Além
disso, note que os resultados sdo menores que ¢(7), 0 que motiva a proposi-

¢do seguinte:

Proposicao 3. Seja p um primo, para qualquer decomposicdo aditiva
p = m+n, m e n naturais, tem-se ¢(m)+ ¢ (n) < ¢(p).

A partir do fato de que a fungdo ¢ é multiplicativa e do Teorema [2]

temos, a seguir, um importante resultado:

Teorema 5. Sejan = p;"' - p'?-...- pi'* a decomposicdo de n em fatores

primos.

ww=r(-2) (- 2) - (-2)-h-2)

A demonstragdo deste Teorema pode ser encontrada em Silva (2019).
Vamos conferir dois exemplos para uma melhor compreensao. Primeiro,
calculemos ¢ (15) de outra forma. Inicialmente encontraremos os primos

presentes na fatoracdo de n = 15. Temos que 15 =35, entdo:
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Entdo ¢(15) = 8, assim como foi encontrado anteriormente,
quando verificamos a quantidade de elementos do conjunto
{xeN:1 <x<15emde(x,15) =1}.

Vamos refazer outro exemplo, calculando ¢ (n) para n = 12600 de outra

forma.

Vimos que a fatoracdo é 12600 = 23 .32.52.7, entdo consideraremos

os primos 2,3,5¢ 7.

0(12600) = 12600f[ (1 _ i)

-2)-(-3)-(-2) (-2
() (5)(9) )

= 2880

Logo, confirmamos que existem 2880 niimeros inteiros menores que
12600 e primos com ele. Fica evidente a dificuldade que teriamos para deter-
minar todos os elementos do conjunto {x € N:1 <x <nemdc(x,n) =1}
quando # for relativamente grande. Mas, através da férmula encontrada no
Teorema [3] se torna rédpido o cdlculo de ¢ (n).

Em 1907, o matemético Robert Carmichael propds um enigma que
ainda permanece sem solu¢do. Basicamente, Carmichael conjecturou que,
para todo inteiro positivo n, ha pelo menos um outro inteiro m # n tal

que ¢(m) = ¢(n). Essa conjectura foi declarada em 1907, mas, como um
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teorema no entanto, sua prova foi falha e em 1922 Carmichael retirou sua
reivindicacdo e declarou a conjectura como um problema em aberto.
Tomemos, como exemplo, ¢ (m) =4 quando m assume um dos seguintes
valores: 5,8,10 e 12. Assim, se tomarmos qualquer um desses valores como
m, entdo qualquer um dos outros trés valores pode ser usado como m, para
o qual ¢(m) = ¢(n).
A conjectura nos diz que, em cada caso, ha mais de um valor de n com

o mesmo valor de ¢ (n). Observa-se alguns valores na tabela a seguir:

k | Ndmeros n tais que ¢ (n) = k | Ndmero de solugdes
1 1,2 2
2 34,5 3
3 5,8,10,12 4
4 7,9, 14, 18 4
6 7,9, 14, 18 4
8 15,16,20,24,30 5
10 11,22 2
12 13, 21, 26, 28, 36, 42 6
16 17,32, 34, 40, 48, 60 6

A conjectura ainda ndo foi mostrada como verdadeira para os inteiros
pares positivos, mas podemos verificar facilmente que € verdadeira para
nimeros impares. Considera-se r um inteiro impar positivo e relembremos
o fato de que ¢(2) = 1.

9(2r) = 9(2)0(r) = o (r).

Existem alguns limites inferiores muito altos para esta conjectura. Car-
michael mostrou que qualquer contra-exemplo para a conjectura deve ser

pelo menos 10°7. Victor Klee estendeu esse resultado para 10%%°

, e um
limite inferior de 101°" foi determinado por Kevin Ford em 1998.

Mais um problema ndo resolvido é o problema de Lehmer: existe
algum ndmero n composto tal que ¢ (n) divida n — 1. Observe que para
qualquer primo o problema € facil de se resolver. Considere p um nimero

primo, teremos ¢ (p) = p — 1 e, assim, ¢(p) divide p — 1. D. H. Lehmer
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conjecturou, em 1932, que ndo ha nimero composto com tal propriedade.
Para esse e outros problemas nao resolvidos em teoria dos niimeros, o leitor
pode consultar Guy (2013).

2.3 Estudo combinatorial de ¢ (n)

Estudaremos, nessa se¢do, um teorema desenvolvido por Gauss que
envolve a func¢do ¢ de Euler. Segundo Hefez (2016), Carl Friederich Gauss
(1777-1855) € um dos maiores matemaéticos de todos os tempos. Nasceu na
Alemanha, filho de uma familia modesta, aprendeu a ler sozinho e possuia
enorme habilidade para realizar cdlculos mentais. Em 1799, ele demonstra
o Teorema Fundamental da Algebra, que havia sido enunciado por virios
matematicos, mas nenhuma prova correta tinha sido apresentada até entao.
Gauss foi um dos primeiros a tratar os nimeros complexos dando-lhes
a representacdo geométrica como pontos do plano cartesiano. Gauss foi
também um dos criadores das geometrias ndo-euclidianas, da geometria
diferencial, das funcdes de varidveis complexas, da topologia e da teoria
algébrica dos numeros. Deu contribui¢des a matemadtica aplicada, fisica,
astronomia e teoria das probabilidades. “Gauss teve o poder de mudar
os rumos da matematica a partir dos seus trabalhos revoluciondrios, apre-
sentados como extremo rigor e grande concisdo e elegancia. Por isso, foi
considerado, pelos seus contemporaneos e pelas geracdes que se sucederam,
um principe da rainha das ciéncias”(HEFEZ, 2016).

Teorema 6. (ANDREWS, 1994, Teorema 6.1)(Gauss) Considere a soma

dos valores da fungdo ¢ (n) para todos os d divisores de n. Entdo

Zq)(d) =n.

d|n

Demonstracdo. Seja S, o conjunto {1,2,3,..,n}. Temos claramente que a
cardinalidade de S, € |S,| = n. Para cada d que divide n, denotamos por
T,(n) o conjunto de inteiros positivos ndo excedendo n, cujo maior divisor

comum com n é d. Dai, para cada n, os conjuntos T;(n) ndo tém elementos
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comuns. Além disso, para qualquer m € S,,, vemos que m € Ty(n) onde

d = mdc(m,n). Consequentemente, n = |(Sy)| = Yqj |Tu(n)].

Agora, mostraremos que Ty(n) tem ¢ (:‘—1) elementos. Primeiro, note-
se que todos os elementos de T;(n) sdo multiplos de d e sdo menores ou
iguais a n. Observe-se que os Unicos nimeros da forma ad em Ty(n) sdo
aqueles para os quais mdc(a, ;) = 1, havendo ¢ (%) elementos. De fato,

os elementos de Ty(n) sdo encontrados entre os ndmeros d,2d,- - - , (g) d.

n

Agora, se mdc (a, Z) = e, entdo mdc(ad,n) = ed e ed = d se, e somente se,

e=1. Assim:

n=(s) =Y Imm =Y o (%)

d|n din

Por fim, note-se que:

n
Yo(5)=YXo@.
d|n d\n
Temos que d assume os valores dos vérios divisores de n € 0 mesmo

acontece com o divisor complementar 7. Assim, provamos nosso teorema.

Ilustremos a ideia apresentada na demonstragdo do Teorema [6] com
exemplos. Considere n = 6, entdo d pode assumir os valores 1,2,3 e 6.
Teremos 71 (6) = {1,5}, T»(6) = {2,4}, T3(6) = {3} e Ts(6) = {6}.

Neste exemplo, consideremos n = 45. Os divisores de n sdo: d =
1,3,5,9,15,45. Separemos os nimeros de 1 a 45 em conjuntos Ty (n), cujo

maior divisor comum deste ndmero com z € d. Assim teremos:

Ty5(45) = {45}
Ty5(45) = {15,30}

To(45) = {9, 18,27,36}

T5(45) = {5,10,20,25,35,40}

T3(45) = {3,6,12,21,24,33,39,42}

Ti(45) = {1,2,4,7,8,11,13,14,16,17,19,22,23,26,28,29, 31,32, 34,37, 38,41,
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Observe que esses conjuntos sao disjuntos e a unido deles € o conjunto
{1,2,3,---,45}. Nota-se também a seguir que a quantidade de elementos
em cada T;(45) é igual a ¢(%):

Conjuntos Ty(n) | Nimeros de elementos em Ty (n)
Ti(45) 24 =9(45) = 0(F)
13(45) 8=0(15) =9¢(%)
T5(45) 6=0(9) = 0(3)
To(45) 4=6(5)=9(3)
Tis(45) 2=90(3)=9(33)
Tys(45) =¢(1)=9(33)

Veja que, se d € divisor de 45, entdao % também €. Confirmamos que
Yap® (5) = Ly ¢(d) e, além disso, temos Y ya5 ¢ (d) = 45.

2.4 Funcao ¢ de Euler e o principio de inclusao

e exclusao

Uma ferramenta muito importante que nos permite encontrar a resolu¢ao
de vérios modelos de problemas mateméticos envolvendo a contagem de
elementos € o Principio da Inclusdo e Exclusdo. Esse principio nos permite
calcular a quantidade de elementos que pertencem a unido de conjuntos
quaisquer, ndo necessariamente disjuntos, e serd utilizado para sistematizar

a formula da fungdo ¢ de Euler, provada no Teorema [5]

2.4.1 Cardinalidade da uniio de dois conjuntos

Simbolizemos por € o conjunto universo e {0} o conjunto vazio. Para
esta secdo, utilizamos o capitulo 4 de Santos, Mello e Murari (2007), como

base do nosso estudo.

Teorema 7. Sejam A e B conjuntos finitos, entdo |[AUB| = |A|+|B| —|AN
B|.
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Essa € a férmula do Principio da Inclusao e Exclusao para dois conjuntos
nao disjuntos. Essa regra também tem €xito para conjuntos disjuntos, uma
vez que a intersecdo entre conjuntos disjuntos é o conjunto vazio, entiao
ANB={0} e |[AUB| = |A|+ |B|. Veremos no préximo exemplo que ¢é
possivel obter ¢(n), n um nimero natural, com facilidade e de maneira
precisa pela utiliza¢do do Principio de Inclusdo e Exclusao.

Como exemplo, vamos calcular ¢(n) para n = 15. Inicialmente
devemos encontrar os p; primos presentes na decomposi¢do em fatores
primos de n, onde n = p;"' - pp"2--- p;’i .

Defina o conjunto A, = {nlimeros naturais menores que n e divisiveis por p;},
em seguida, devemos determinar a quantidade de elementos pertencentes a
cada conjunto A,. Para encontrarmos a quantidade de nimeros menores ou
igual a 15 e coprimos com respeito a ele, devemos encontrar a cardinalidade

do complementar da unido dos A,,. Observemos a figura abaixo:

Figura 2.1: Quantidade de elementos para ¢ (15)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos n = 15 =3 -5, entdo A3 = {Mltiplos de 3} = {3,6,9,12,15}
As = {Multiplos de 5} = {5,10,15}.
Além disso, é necessdrio determinar a cardinalidade da intersecao destes
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conjuntos: A3 NAs = {Mdltiplos de 15} = {15}. Observa-se que a cardina-
lidade de cada conjunto pode ser dada por:

15
’A3’—?=5
15
15
A3NAs| = —=1
[A3NAs| = ==

Tendo encontrado esses valores, podemos calcular ¢ (15):
¢(15) = |Q[ — A3 UAs|
A partir do Teorema [/, obtemos:

¢(15) = [Q| — (|A3| +|As| — [A3 NAs])
—15-(5+43-1)=8

2.4.2 Cardinalidade da uniao de trés conjuntos

Para aplicarmos o Principio da Inclusido e Exclusdo a trés conjuntos,
devemos identificar as interse¢des dois a dois € a interse¢do entre 0s trés
conjuntos. Observa-se a seguir a formula que nos fornece a quantidade de
elementos da unido de trés conjuntos:

Teorema 8. Sejam A, B e C conjuntos finitos, entdo |AUBUC| = |A| +
|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.

Vamos calcular a quantidade de niimeros menores ou igual a 30 e copri-
mos com respeito a ele. Temos n =30 =2-3-5, a decomposicio de n em
fatores primos, entdo os p; fatores primos de n, sdo 3,2,5. Para calcularmos
¢ (n) para n = 30 por meio do Principio da Inclusdo e Exclusdo, além de
determinar a quantidade de elementos que pertencem a cada conjunto A,

devemos encontrar a cardinalidade das intersecoes.
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Observemos os conjuntos a seguir:

Ar = {2,4,6,8,10,12,14, 16, 18,20,22,24,26,28,30}
Az ={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}

As = {5,10,15,20,25,30}

A>NA;z = {6,12,18,24,30}

A>NAs = {10,20,30}

A3NAs = {15,30}

A>NA3NAs = {30}

Podemos contar os elementos de cada conjunto citado, ou encontrar a

cardinalidade de cada conjunto, da seguinte maneira:

30
\M_%:w
sl =2 = 10
45| =5 =
\AzﬂA3]:%:%:5
|A2ﬂA5]:%:%:3
\A3ﬂA5]:3—O3—§—2
|Ax NA3NAs| :%:%:

Os nimeros menores ou igual a 30 e coprimos com respeito a ele
sdo aqueles que ndo estdo contidos nos conjuntos A,,. Portanto devemos

encontrar a cardinalidade do complementar da unido dos A,. Logo:

9(30) = @ — |42 UA; UAS|
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Onde Q = {1,2,3,---,30}. Pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo temos

$(30) = Q[ — (|A2| + A3 + |As| — |[A2 N A3 — [A2 NAs| — [A3 N As| + |A2 N A3 N As])
30— (15+1046-5-3-2+1)=8

Podemos conferir nosso resultado observando a figura a seguir:

Figura 2.2: Quantidade de elementos para ¢ (30)

Fonte: Autoria prépria.
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2.4.3 Principio da inclusao e exclusao

Vimos que para definirmos a cardinalidade da unido de apenas dois
conjuntos se utiliza o Teorema [7] e para trés conjunto o Teorema [§ A

generalizagdo para n conjuntos finitos se da através do seguinte teorema:

Teorema 9. (SANTOS; MELLO; MURARI, 2007, Teorema 4.1)(Principio

da Inclusdo e Exclusdo) Se A1,A»,A3, -+, Ay sdo conjuntos finitos, entdo:
k
UA,‘ = Z ‘Al"— Z ‘AiﬁAj‘
i=1 1<i<k 1<i<j<k
+ Y JAnAinAl- )Y JAiNA;NA,NA
1<i<j<p<k 1<i<j<p<q<k

oo (=D VA NA NAS N NA

Para a demonstracao deste teorema consultar Santos, Mello e Murari
(2007, se¢ao 4.2).
Usemos o Principio da Inclusao e Exclusdo para demostrar o Teorema

B] isto é, para cada n = p" - po"2 - p*, temos:
k 1

o(n) :nH(l——.).
i=1 pi

Demonstragdo. De fato, considere n = p{"' - p»"2 - -- p;'* e defina os seguin-

tes conjuntos:

A=1{1,2,3,...n}
Aj={x€A|] x émiltiplode p}CA
Ay ={x€A| x émiltiplode pr} CA
Az={x€A|] x émiltiplode p3}CA

Ar={x€A|l x émiltiplode p;} CA

Como os niimeros contidos nesses conjuntos possuem fatores primos
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de n em sua fatoracdo, entdo nenhum desses é relativamente primo com 7.
Portanto, temos que retirar esses nimeros do conjunto A para encontrarmos
o valor de ¢ (n). Logo:

o(n) =1|A| — A1 UAUA3U--- UA;|

Pelo Principio da Inclusdo e Exclusao, temos:

o(n)=A—| Y JAl— )Y JAnAj+ )Y |ANA;NA)

1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<k

— Y JAnANANA+ -+ (DE VA NA N NAY
1<i<j<p<q<k

=Al= Y JAl- Y JAnAjl+ Y JAinAjNA|
1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<k

— Y JANnANA,NA -+ (D VA NA N NAY
1<i<j<p<q<k

(2.1)

Sabemos que |[A| =ne |A;]| = (}%) para qualquer 1 < i < k. Assim,

para r interse¢des destes conjuntos, teremos:

| AlﬂAzﬂ---ﬂAr’
=[{meN:m<n; p; divide m,p;, divide m,...,p; divide m}

— n
pil 'piz"'pl'r ’
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Desta forma:

2o x(2)

1<i<k 1<i<k
n
Z ‘AiﬂAJ“: Z ( ‘ )
1<i<j<k 1<i<j<k \PiPj
n
Y JAnANA= ) ( )
1<i< j<p<k 1<i<j<p<k \PiPjPp
n
Y  JAnANA,NAll= ) (—)
1<i<j<p<q<k 1<i<j<p<q<k \PiPjPpPq

|A|NAZNA3N - NAL| = (L) )
P1p2--- Dk

Voltando para (2.1):
om)=1A= Y JAl— ) |AnAjl+ ), |AinA;NA,
1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<p<k

— Y JANnANA,NA -+ (DEVA NA N NAY

1<i<j<p<q<k

( ) 2.6
1<z<k 1<l<]<k PiPj
(plpz )\

1 1

— — ||+
1<l<k pi 1<l<]<k piPj

Sz
(

+ +

n
1<i<j<p<k (Pipjpp>

Hoot (-

(o)
1<i<j<p<k \PiPjPp
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o que conclui a demonstragao. [

2.5 Consideracoes finais

Buscamos neste artigo criar um material rico sobre a fung¢ao ¢(n) de
Euler. Apresentamos algumas definicdes e exemplos que sdo de facil
entendimento, possibilitando assim a compreensdo dos alunos do ensino
médio. Desta forma, espera-se que o trabalho contribua para despertar
o interesse do professor em trabalhar contetidos de nivel superior com
alunos da educacio bésica. O estudo da funcio de Euler pelo Principio da
Inclusdo e Exclusdo, que € proposto neste trabalho, € uma possibilidade de
apresentacdo do contetddo para alunos a partir do primeiro ano do ensino
médio.

Os alunos se deparam com teoria de nimeros em séries do ensino basico
e acabam sentindo dificuldades em desenvolver e aprimorar as habilidades
que compdem o raciocinio l6gico. Da perspectiva do professor, esse recebe
a oportunidade de criar um ambiente na sala de aula em que a comunicacio
seja benéfica, propiciando momentos de interacao entre alunos e professor,

trocas de experiéncias e discussoes.

Neste trabalho, buscamos oferecer uma abordagem combinatéria para
a teoria elementar de ndmeros, envolvendo, por exemplo, a funciao ¢ de
Euler e o Principio de Inclusao e Exclusdo. Esses temas compartilham
uma certa interse¢do do conhecimento comum e cada um genuinamente
enriquece o outro. Desta forma, ao estudar a teoria dos ndmeros a partir
de uma perspectiva combinatdria, alunos e professores se beneficiam da
consequente simplicidade das provas de muitos teoremas, sendo poupados

de repeti¢cdo e adquirindo novos insights.
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Capitulo 3

Consideracoes sobre matematica
financeira e educacao financeira
no ensino médio: Uma breve
analise de documentos oficiais e
de livros didaticos.

Me. Elizeu Odilon Bezerra Filhd]
Dr. Elisdngela Bastos de Mélo Espindolaﬂ

Resumo: Neste artigo, apresentamos diferencas entre os conceitos de Educacéo
Financeira (EF) e Matematica Financeira (MF). Além disso, expomos algumas
consideracdes sobre as orientagdes para o ensino de MF e EF presentes nos docu-
mentos oficiais, enfatizando a BNCC, que € o documento mais atual e que j4 estd
norteando o funcionamento da educagio no pais. Analisando esses documentos,
verificamos que na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) a tematica EF passa

a ter mais destaque no curriculo escolar, podendo ser trabalhada ndo apenas dentro
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da 4rea de conhecimento da matematica e suas tecnologias. Também apresentare-
mos um panorama acerca das propostas dos livros didaticos (L.D) do Ensino Médio,
aprovados no PNLD 2018 para o ensino desses temas. Nessa andlise, buscamos
verificar como o assunto MF ¢ introduzido nos LD, quais os conteddos presentes
nos capitulos que tratam de MF e como os contetidos se relacionam com a EF.

Palavras-chave: Matematica Financeira; Educacao Financeira; BNCC; Livros

Didaticos.

3.1 Introducao

O artigo 1° no 2° paragrafo da Lei de Diretrizes e Bases da Educagao
Brasileira (BRASIL, 1996) declara que: “A educacdo escolar deve vincular-
se a0 mundo do trabalho e a préatica social”. Nesse sentido, para o aluno, €
essencial a combinagdo entre o aprendizado teérico e sua respectiva aplica-
cdo pratica, de modo que o mesmo se torne capaz de resolver problemas
cotidianos, de tratar informagdes de forma critica e de usar esse aprendizado
como suporte a tomada de decisdes.

Deste modo, a matemadtica apresenta-se como um componente da edu-
cacgdo escolar que exerce um papel muito importante na constru¢do € no
acesso a cidadania, ja que se aplica as vdrias ciéncias e a inimeras situacdes
da vida cotidiana. Nesse contexto, entendemos a importancia atribuida
nos ultimos anos ao ensino de Matemética Financeira (MF) em articula¢io
com a Educacdo Financeira (EF); pois ndo sdo raras as situagdes rotineiras
que precisamos usar conhecimentos dessas dreas para nos orientarmos na
tomada de decisdes na nossa vida. “Uma das temdticas que mais parece
aproximar a vida do aluno aos seus conhecimentos escolares sdo os temas
relacionados as finangas, uma vez que, muito ou pouco, as pessoas estao dia-
riamente, lidando com situagdes que envolvem compra e venda” (PESSOA,
2016, p.5).

Nos dltimos anos, o tema EF vem ganhando muito impulso e relevancia
e ndo € para menos; todos nds estamos envolvidos com problemas ligados
ao mundo econdmico e financeiro. O aumento progressivo da complexidade

dos mercados financeiros e produtos financeiros, as mudancgas demogréficas,
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econdmicas e politicas, fez com que a EF ganhasse mais espaco e relevancia,
passando a ser mais discutida dentro de uma sociedade cada vez mais
consumista.

Desta forma, torna-se importante que desde cedo a temdtica da EF seja
trabalhada nas escolas de modo a contribuir com o processo de desenvolvi-
mento do estudante como cidadao consciente, para que ele seja capaz de
fazer planejamento e ter responsabilidade quanto ao consumo, para que
tenha habilidade de escolha perante diferentes alternativas de crédito ou de
investimentos e para que seja capaz de compreender decisdes tomadas pelo

governo e que afetam a economia de uma sociedade.

3.2 Educacao financeira e matematica

financeira

A MF consiste em uma série de conceitos matemadticos aplicados a
andlise de dados financeiros. E um conhecimento técnico de férmulas
matematicas para se calcular valor de juros, saber o valor presente de uma
divida etc. Como veremos, a EF passou a ser uma necessidade para a
formacao do cidadao no mundo atual. De acordo com Pessoa (2016, p. 1),

a EF tem por propdsito:

Ajudar as pessoas a administrarem seu dinheiro e o que ele
envolve, poupanga, finangas, cartdes de crédito, investimentos,
compras, vendas, dentre outros, para que o consumo ocorra de
forma consciente. Quanto mais a sociedade se complexifica,
mais necessario € o dominio do conhecimento financeiro das

pessoas que compdem a sociedade.

A EF nao se trata de ensinar técnicas e formulas de MF, muito embora

esse processo seja importante e necessdrio. Educar financeiramente € uma
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acao muito mais ampla, que segundo Muniz e Jurkiewicz (2010, p. 2-3),

inclui:

Aprender matemadtica para compreender as situagdes financei-
ras; entender o comportamento do dinheiro no tempo; organizar
conscientemente suas finangas (futuras) pessoais; discutir ma-
tematicamente o uso consciente do crédito; entender temas de
economia como PIB, inflacdo e seus diferentes indices, IOF,
IR dentre outros; aprender, interligar e utilizar matemaética fi-
nanceira nas questoes geoecondmicas ja abordadas, porém nao
interligadas, nas aulas de Geografia; compreender os principais
sistemas de financiamentos (PRICE e SAC), utilizando inclu-
sive os recursos tecnoldgicos amplamente disponiveis, como
planilhas eletronicas e calculadoras cientificas; refletir e ana-
lisar matematicamente o aumento da expectativa de vida do
brasileiro e seus impactos na economia nacional, incluindo sua
propria aposentadoria, seguros em geral e previdéncia comple-
mentar; discutir e analisar quantitativa e qualitativamente os
impactos de problemas geopoliticos e sociais nas economias
de uma regiao, levando-se em consideragdo a viabilidade das
ferramentas matemadticas estudadas, dentre outros. Essas ques-
toes certamente devem fazer parte da educacgdo financeira dos
alunos que comporao a populagdo economicamente ativa de

um pais.

Desta forma, introduzir e ensinar aos estudantes questdes ligadas a EF
acaba por ser imprescindivel, pois oferece a eles oportunidades de reflexdo,
permitindo que os mesmos avaliem decisdes no ambito financeiro, que
se tornardo cada vez mais presentes em suas vidas a medida que vao se

deparando com a idade adulta.
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A inclusdo e o destaque dado ao tema EF, fortalece por consequéncia a
propria MF, ja que o aprendizado de ambas sdo interligados. Enquanto a EF
pode servir como elemento motivador para o aprendizado dos conteidos de
MEF; o conhecimento e dominio destes contetidos sdo essenciais no processo
de EF de cada individuo. Por exemplo, investir dinheiro e financiar bens
de consumo sdo situagdes comuns no cotidiano de muitas pessoas e um
cidaddo que tenha boa EF tende a fazer escolhas melhores. O conhecimento
de contetdos ligados a MF sdo muito uteis no processo de andlise de
alternativas de investimentos ou financiamentos. Se, por um lado, a EF faz
com que o cidaddo que deseje financiar um imével procure se informar
acerca das taxas de juros, do prazo de financiamento etc; a MF vai ser a
ferramenta que ele vai usar para fazer os calculos e comparacdes das taxas
a fim de obter as melhores condi¢des para seu financiamento.

Em suma, entendemos que a MF € uma drea que aplica conhecimentos
matemadticos a andlise de questdes ligadas a dinheiro ao longo do tempo,
enquanto a EF estd ligada a formacgdo de comportamentos do individuo em
relacdo as finangas. Embora sejam temadticas com estreita relacdo, elas ndo
sdo equivalentes. Por exemplo, € comum nos depararmos com situagdes
em que pessoas com pouco conhecimento de matematica financeira (co-
nhecimento técnico) ndo tenham dividas, em alguns casos chegam até a ter
reserva financeira para emergéncia e um patrimonio legal. Também encon-
tramos pessoas com muito conhecimento técnico totalmente endividadas,
sem reserva financeira para emergéncia, vivendo um padrao de vida fora da

sua realidade financeira.

3.3 Consideracoes sobre a matematica
financeira e a educacao financeira em

orientacoes curriculares

Dada a importincia das orientacdes curriculares, expomos algumas

de suas consideragdes sobre o tema MF e EF, sobretudo relacionadas ao
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Ensino Médio. Para isso, consultamos: os Pardmetros Curriculares Na-
cionais/PCN+ Ensino Médio — Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias (BRASIL, 2002); as Orientagdes Curriculares para o Ensino
Médio (BRASIL, 2006); os Parametros para a Educagdao Basica do Es-
tado de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012) e a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) (BRASIL, 2018).

3.3.1 PCN + ensino médio

Os PCN + Ensino Médio sdo orientagdes educacionais complementares
aos Parametros Curriculares Nacionais dessa etapa da Educagdo Bésica.
Esse documento sistematiza os contetidos de Matemadtica em trés eixos ou
temas estruturadores (Algebra: Numeros e Fungdes; Geometria e Medidas;
e Anadlise de Dados) a serem desenvolvidos durante os trés anos do Ensino
Médio de maneira concomitante. A MF € brevemente abordada no PCN +
Ensino Médio, sendo citada sua aplicacdo dentro do tema ou eixo estrutura-
dor Algebra: Ntumeros e Fungdes. Destacando-se que na vivéncia cotidiana
esse se apresenta com ‘“‘enorme importancia enquanto linguagem, como
na variedade de graficos presentes diariamente nos noticiarios e jornais, €
também enquanto instrumento de cédlculos de natureza financeira e pratica,
em geral” (BRASIL, 2000, p. 120). Nesse documento, a ideia de articular a
MF com a EF nao foi suscitada, visto que, na época dos PCN+, a EF ndo

era sistematicamente discutida.

3.3.2 Orientacoes curriculares para o ensino médio

Nas Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio, o tema MF aparece
quando se aborda o item questdes de contetido. “Dentre as aplicagcdes da
Matematica, tem-se o interessante topico de Matematica Financeira como
um assunto a ser tratado quando do estudo da fun¢do exponencial - juros e
correcdo monetaria fazem uso desse modelo"(BRASIL, 2006, p. 75).

Nesse documento, ainda verificamos que, no bloco Numeros e Ope-

ragdes, € dito que deve-se proporcionar aos alunos uma diversidade de
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situacdes, de forma a capacitd-los a resolver problemas do quotidiano, tais
como: “operar com numeros inteiros e decimais finitos; operar com fragdes,
em especial com porcentagens; [...] ler faturas de contas de consumo de
agua, luz e telefone [...]” (BRASIL, 2006, p. 70).

Também € colocado que o trabalho com esse bloco de contetidos deve
tornar o aluno, ao final do Ensino Médio, capaz de decidir sobre: “as
vantagens/desvantagens de uma compra a vista ou a prazo; avaliar o custo de
um produto em fun¢do da quantidade [...]; calcular impostos e contribuicdes
previdencidrias; avaliar modalidades de juros bancarios” (BRASIL, 2006,
p. 71). Essas indicagdes da OCN, embora ndo apresentem explicitamente
o termo "Educac¢do Financeira", apontam, através dessas sugestdes, para o

tratamento do tema.

3.3.3 Parametros curriculares para a educacao basica no
estado de Pernambuco

Nos Parametros Curriculares para a Educag¢do Basica no Estado de
Pernambuco (PCEBPE) encontram-se consideragdes a respeito do ensino
de contetidos relacionados ao estudo de MF desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental até o Ensino Médio. Embora o termo MF nao apareca nesse
documento, varios dos seus conteudos sao indicados no bloco Numeros e

Operacdes. Por exemplo, orienta-se que:

O trabalho com porcentagens deve ser continuado e aprofun-
dado no Ensino Médio, principalmente por sua grande utilidade
nas praticas sociais dos alunos. Eles devem ser capazes de solu-
cionar problemas envolvendo situacdes de reajustes ou descon-
tos, de célculos de taxas percentuais e — muito importante para
alunos que, muitas vezes, estao inseridos no mercado de traba-
lho — as ideias de juros simples e compostos. (PERNAMBUCO,
2012, p. 137).
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Ainda sobre os conteddos de MF no Ensino Médio, no bloco Numeros
e Operacdes, encontram-se duas expectativas de aprendizagem, distribuidas

no 10° 11° e 12° ano, respectivamente relacionadas ao 1°, 2° e 3° ano:

10° Ano - Resolver e elaborar problemas envolvendo porcen-
tagem, incluindo as ideias de juros simples e compostos € a
determinacdo de taxa percentual, relacionando representacdo
percentual e decimal (por exemplo, entender que multiplicar
por 1,20 corresponde a um aumento de 20% ; multiplicar por
2,40 equivale a um aumento de 140%; multiplicar por 0,70
corresponde a um desconto de 30% etc.) (PERNAMBUCO,
2012, p. 138).

11° e 12° anos - Resolver problemas envolvendo porcentagem,
incluindo cdlculo de acréscimos e decréscimos, determinagao
de taxa percentual e porcentagem de porcentagem. (PERNAM-
BUCO, 2012, p. 139).

Em particular, observamos que, no que concerne a MF, esse documento
apresenta diferencas quanto as Orientagdes Curriculares para o Ensino
Médio (OCEM); por exemplo, ndo é mencionada a possibilidade de se
trabalhar os conceitos de juros em articulacdo com o de fun¢des. Embora
se facam referéncias as praticas sociais dos alunos, Pernambuco (2012) nao

apresenta sugestoes de como abordar a EF.

3.3.4 Base nacional comum curricular

A BNCC reconhece a EF como um dos temas transversais que deverao
ser abordados nos curriculos de Estados e Municipios. De acordo com a
BNCC:
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Cabe aos sistemas e redes de ensino, assim como as escolas,
em suas respectivas esferas de autonomia e competéncia, incor-
porar aos curriculos e as propostas pedagdgicas a abordagem
de temas contemporaneos que afetam a vida humana em escala
local, regional e global, preferencialmente de forma transversal
e integradora (BRASIL, 2018, p. 19).

A BNCC incluiu a EF entre os temas transversais que deverao constar
nos curriculos de todo o Brasil. Sendo assim, a partir desse documento,
esse tema passa a fazer parte de um leque de temdticas que devem ser
incorporados as propostas pedagdgicas de estados e municipios, a exem-
plo do que ocorre com: Educacio das Relacdes Etnico-raciais, Ensino
de Histéria e Cultura Afro-brasileira, Educacdo Ambiental, entre outros.
Essas temdticas sdo contempladas em habilidades dos componentes cur-
riculares, cabendo aos sistemas de ensino e escolas, de acordo com suas
especificidades, tratd-las de forma contextualizada (BRASIL, 2018).

A BNCC propde para o ensino da Matemadtica cinco unidades de conhe-
cimentos correlacionadas da prépria area, que orientam a formulacdo de
habilidades a serem desenvolvidas ao longo dessa etapa. S@o elas: Nimeros,
Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Probabilidade e Estatistica. Na

unidade tematica “Numeros”, um dos aspectos a ser considerado é:

O estudo de conceitos basicos de economia e finangas, visando
a educacgdo financeira dos alunos. Assim, podem ser discutidos
assuntos como taxas de juros, inflacdo, aplica¢des financeiras
(rentabilidade e liquidez de um investimento) e impostos. Essa
unidade tematica favorece um estudo interdisciplinar envol-
vendo as dimensdes culturais, sociais, politicas e psicoldgicas,
além da econOmica, sobre as questdes do consumo, trabalho
e dinheiro. E possivel, por exemplo, desenvolver um projeto

com a Histoéria, visando ao estudo do dinheiro e sua fun¢do na



82 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

sociedade, da relacd@o entre dinheiro e tempo, dos impostos em
sociedades diversas, do consumo em diferentes momentos histo-
ricos, incluindo estratégias atuais de marketing. Essas questoes,
além de promover o desenvolvimento de competéncias pessoais
e sociais dos alunos, podem se constituir em excelentes contex-
tos para as aplicagdes dos conceitos da Matemadtica Financeira
e também proporcionar contextos para ampliar e aprofundar
esses conceitos (BRASIL, 2018, p. 269).

Observamos que dentre os documentos ja mencionados (PCN+, OCN,
PEBPE) é dado pouco destaque a articulacdo entre MF e EF. Essa articu-
lagcdo passa a ser mais presente na BNCC, devido a EF ter se tornado um
tema transversal a ser estudado nas escolas. Isso se reflete na indicagao de
varias habilidades referentes a esses temas. Das 21 habilidades esperadas
nas unidades de conhecimento Niimeros e Algebra, 7 estdo ligadas 2 MF e
EF. A saber:

(EM13MAT104) Interpretar taxas e indices de natureza socioecond-
mica (indice de desenvolvimento humano, taxas de inflacdo, entre outros),
investigando os processos de calculo desses nimeros, para analisar critica-
mente a realidade e produzir argumentos.

(EM13MAT203) Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na
execucao e na andlise de acdes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a
criacdo de planilhas (para o controle de orcamento familiar, simuladores de
calculos de juros simples e compostos, entre outros), para tomar decisdes.

(EM13MAT404) Analisar funcdes definidas por uma ou mais sentengas
(tabela do Imposto de Renda, contas de luz, dgua, gés etc.), em suas repre-
sentacOes algébrica e grafica, identificando dominios de validade, imagem,
crescimento e decrescimento, e convertendo essas representacdes de uma
para outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MATS03) Investigar pontos de mdximo ou de minimo de fun-
coes quadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Finan-

ceira ou Cinemadtica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.
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(EM13MAT303) Interpretar e comparar situa¢des que envolvam juros
simples com as que envolvem juros compostos, por meio de representa-
¢Oes gréficas ou andlise de planilhas, destacando o crescimento linear ou
exponencial de cada caso.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com func¢des exponen-
ciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagao das
grandezas envolvidas, em contextos como o da Matemdtica Financeira,
entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes loga-
ritmicas nos quais seja necessirio compreender e interpretar a variagcao
das grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH,
radioatividade, Matematica Financeira, entre outros.

Observamos que as trés primeiras habilidades citadas indicam justa-
mente a possibilidade de trabalhar os contetidos da MF em um contexto que
se possa explorar a tematica da EF. O uso do estudo de fun¢des no contexto
da EF também ¢é destacado nessas habilidades. Repare que as habilidades
sugerem o trabalho com temas como inflacao, orcamento familiar, contas
de 4gua e luz, tabela de imposto de renda, entre outros. Temas que sao
presentes no cotidiano e que refor¢cam nosso entendimento de como a mate-
matica € muito util para se relacionar com muitas situacdes rotineiras. Além
disso, faz parte das expectativas na formacdo do cidadio que ele adquira
conhecimentos basicos de economia, politica e financas. Segundo Filho
(2019, p. 66):

A EF ndo deve estar restrita ao aconselhamento financeiro de
como o cidadao deve consumir, poupar ou financiar. A EF
val mais além disso, deve tratar também questdes sociais e
reflexivas, ligadas a politica e economia do pais. A EF aliada a
MF sao ferramentas que em conjunto, podem ser muito tteis
para relacionar questdes em torno do saldrio-minimo, da cesta
bésica e da inflacdo, temas esse ligados direta ou indiretamente

a questdes socioecondmicas.
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Ja as quatro tultimas habilidades citadas se referem a articulagao da MF
com o ensino de funcdes. Vale salientar que as habilidades mencionadas
sdo referentes ao ensino médio. Analisando o texto da BNCC que trata
do ensino fundamental, encontramos outras habilidades que sugerem esta
articulac@o entre MF e EF. Como, por exemplo: "(EF07MA02) Resolver e
elaborar problemas que envolvam porcentagens, como os que lidam com
acréscimos e decréscimos simples, utilizando estratégias pessoais, cdlculo

mental e calculadora, no contexto de educagdo financeira, entre outros"

3.4 Matematica financeira e educacao finan-
ceira nos livros didaticos (PNLD 2018)

Neste topico, faremos um breve levantamento de como a MF e EF
sdo abordadas nos livros didaticos (LD) de Matematica do Ensino Médio
presentes no Programa Nacional do Livro Didético - 2018. Levamos em
conta que esse recurso tem um papel relevante no processo de ensino e de
aprendizagem escolar, pois é um dos mais utilizados pelo professor na sala
de aula. De modo geral, de acordo com o Guia Nacional do Livro Didatico
(PNLD) (BRASIL, 2018), as propostas de ensino para o tema MF no Ensino
Médio:

Sao trabalhadas, com frequéncia, questdes que envolvem por-
centagens, acréscimos e descontos, juros simples e compostos,
entre outros. Usualmente, para modelizar tais problemas reais,
recorre-se as funcdes afim e exponencial, o que se constitui em
uma aplicacgdo prética relevante desses dois tipos de funcao. De
modo geral, tem havido evolugdo positiva no tratamento des-
ses e de outros temas da denominada Matematica Financeira,
superando-se abordagens com é€nfase na aplicacio direta de
formulas (BRASIL, 2018, p. 27).
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Compreende-se, no entanto, que “sdo necessarios mais esfor¢os para
que a abordagem da Matemadtica Financeira v4 um pouco além das no¢des
mais basicas desse campo, e sejam estudados temas como equivaléncia de
taxas, fator de atualizacdo e amortizacdao” (BRASIL, 2018, p. 27). Essas
aplicacdes da Matemdtica podem favorecer reflexdes sobre questdes sociais
e econdmicas relevantes e atuais, que colaboram com a formacao critica

dos alunos no que concerne a sua educagdo financeira.

3.4.1 Organizacao dos capitulos sobre matematica finan-

ceira nos LD

No Quadro 1 podemos visualizar que o capitulo destinado a MF ¢é
abordado, sobretudo, no final do EM. Ou seja, cinco das oito colecdes o
apresentam no livro do terceiro ano, enquanto duas colecdes o abordam no
segundo ano. A excegdo ocorre na colecdo do LD5* que traz o tema logo
no inicio do primeiro ano. Vale ainda ressaltar que esta colecdo foi a tinica
que ndo destinou um capitulo exclusivo a esse tema. O assunto € tratado no
capitulo 2 do LDS do 1° ano, juntamente com temas bésicos de algebra.

Quanto aos contetdos abordados dentro do capitulo Matemética Finan-
ceira (Quadro 1), verifica-se que Juros Simples e Compostos sdo tratados
em todas as colecOes. Questdes que envolvem Porcentagens, Acréscimos
e Descontos Sucessivos, também estdo presentes na maioria das colecdes.
A relacdo entre Juros Simples com Funcido Afim e a relacdo entre Juros
Compostos com a Funcao Exponencial € enfatizada nos LD1, LD2, LD6 e
LD7 e merece destaque, ja que constitui uma aplicacdo pratica e relevante
desses dois tipos de fungdo. Como vimos, o proprio guia do PNLD elogia e
recomenda essa abordagem, pois vai além das tradicionais aplicacdes de
férmulas.

Outro assunto que merece destaque nos LD sdo os sistemas de amor-
tizacoes, presente como tépico em apenas trés das oito colecdes (LD,
LD3 e LD6). Os sistemas de amortizacdes como o PRICE e o SAC sdo
mais utilizados no mercado de empréstimos e financiamentos, do que os

proprios regimes de juros simples (quase ndo € utilizado nos dias atuais) e
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Tabela 3.1: Organizacdo dos capitulos de matematica financeira nos LD

(SMOLE; DINIZ, 2016)

LD | Colecoes e autores Ano | Cap | Tépicos
Matemitica Interagio e Matematica Financeira, Acréscimos
01 | Tecnologia (BALESTRI 2o 3 e descontos sucessivos, juros
2016) ’ simples e compostos, juros
’ e fungdes, amortizacdes.
Histéria do dinheiro; Matematica
Contexto & aplicacses Financeira: Porcentagem, Fator
02 (DANTE 201p 6) § 3° 1 de Atualizacdo, Juros Simples
’ e Compostos, juros e funcdes,
Equivaléncia de taxas.
Matematica financeira: porcentagem,
Quadrante Matemdtica acréscimos e descontos sucessivos;
03 | (CHAVANTE: PRESTES 20 7 empréstimos: juros simples,

2016) ’ ’ juros compostos; sistemas de
amortizacdo: Price, amortizacdo
constante (SAC).

Matematica financeira: taxa percentual,
04 Conexodes com a Matema- 30 | aumentos e descontos sucessivos,

tica (LEONARDO, 2016) lucro e prejuizo, montante, juro simples,
juro composto.

Matemética Paiva Matemadtica financeira: porcentagem,

05 (PAIVA, 2015) * 1° 2 | juros simples, juro
’ composto, montante.
Matematica financeira: porcentagem,

Contato Matemética taxa, acréscimos e descontos

06 (GARCIA: SOUZA, 2016) 3° 1 sucessivos; juros simples e
’ ’ compostos; juros e fungdes,
amortizacao.
Matematica financeira: aumento

Matemtica Cidncia e e descontos, variacdo percentual,

. juros simples e compostos
07 | Aplicagdes (IEZZI et al., 3° 6 Ju P p

2017) € juros compostos com
taxa de juros varidvel;
juros e fungdes.

Matematica Para Matematica financeira: linguagem,

08 | Compreender o Mundo 3° 1 porcentagem, juros simples

€ compostos.

Fonte: Brasil (2017).

compostos. Sendo assim, julgamos que deveria ser topico presente em todas

as colecdes. Outras habilidades no ambito da MF que julgamos importante

por suas utilidades préticas sdo deixadas de lado pela maioria das colecdes;

a saber, por exemplo, determinar taxas de juros equivalentes, determinar
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taxas acumuladas e fazer simulagdes em planilhas eletronicas. Em suma,
entendemos que a maior parte dos LD analisados apresentam lacunas na ten-
tativa de estabelecer uma conexdo dos contetidos tratados com a realidade
do mercado financeiro.

De modo geral, consideramos que se o aluno consegue compreender
a relevancia dos topicos tratados em MF (nos LD ou por meio de outros
recursos) como ferramenta para subsidiar decisdes importantes no seu
dia-a-dia, ele pode demonstrar mais interesse em estuda-los. Fazendo-se,
assim, importante que seu contato inicial com o estudo do tema ocorra de
modo a fazé-lo perceber a utilidade do que serd estudado. Dessa forma,
apresentamos a seguir como os LD introduzem o tema MF, visto que essa
parte dos LD € aquela em que se percebe uma énfase dos autores sobre o
uso da MF nas préticas cotidianas, como forma de chamar a atencio para a

importancia do tema, buscando uma aproximagao com tematicas da EF.

3.4.2 Introducao do tema

Sobre como os LD introduzem o capitulo de MF, pode ser observado
no Quadro 2 a seguir que isso ocorre de maneira bem diversa. Podemos
ver que os LD2 e LD6 iniciam o capitulo abordando a origem do dinheiro.
Tal abordagem possibilita a articulagdo entre as dreas de Matematica e
Historia, como € sugerido na BNCC. Essa articulagcao proposta na BNCC
da Matemadtica com a disciplina de Histéria se faz muito relevante. De
acordo com Lopes e Ferreira (2013, p. 1) essa articulag@o € importante, pois
os alunos, “ao conhecerem a histéria dos conteddos estudados, percebem a
matemadtica como parte de uma herancga cultural, interligada a outras 4reas
de conhecimentos e a diversas atividades humanas”.

Outras introdu¢des que chamam a atencdo sdo a do LD1 e a do LDA4.
O primeiro trata a questdo da responsabilidade financeira, do consumo
e da poupanca, trazendo alertas ao cuidado com juros e superpromocoes.
Compreendemos que o texto € 1til para se trabalhar a EF, ja que remete a for-
macao de comportamentos do individuo em relacdo as financas. Essa abor-

dagem € relevante, pois pode favorecer o desenvolvimento da criticidade do
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Tabela 3.2: Introduc¢do do Capitulo de Matemdtica Financeira nos LD

Colecao e Autor Tipo de introducao do Capitulo

LD1 - Matematica Interacio e

Tecnologia (BALESTRI, 2016). e da poupanga, alertando sobre o cuidado com os

juros e superpromogdes.

Diz ser uma responsabilidade financeira, do consumo

LD2 - Contexto & Aplicagdes Conta uma histéria do dinheiro e sua relacdo
(DANTE, 2016) com a matematica.

Define o que é Matemadtica Financeira. Introduzida
no estudo de porcentagem com um exemplo
revisando o célculo de porcentagens.

LD3 - Quadrante Matemadtica
(CHAVANTE; PRESTES, 2016)

LD4 - Conexdes com a Matematica Apresenta como 0s impostos sao cobrados no Brasil,

(LEONARDO, 2016) trabalhando a questdo das porcentagens.

Nao possui um capitulo especifico para o tema.
O assunto aparece na metade do segundo capitulo
junto com temas bdsicos de dlgebra.

LD5 - Matematica Paiva
(PAIVA, 2015)

LD6 - Contato Matematica Apresenta um breve resumo da origem do dinheiro,
(GARCIA; SOUZA, 2016) da época do escambo até os dia atuais.

Exemplifica cinco situagdes-problemas estudadas na
LD7-Matemaética Ciéncia e Apli- matematica financeira. Ex: pagamento de conta
cacdes (IEZZI et al., 2017) telefonica envolvendo multa e juros; financiamento

de um automével e taxas de juros.

LD8 - Matemdtica Para Compreen- Apresenta uma situa¢io-problema envolvendo juros

der o Mundo (SMOLE; DINIZ, 2016) | simples e compostos.

Fonte: Autoria prépria.

aluno como cidadao, tornando-o capaz de utilizar os seus conhecimentos

para decidir sobre opc¢des individuais e coletivas.

Ja o LD4 traz como introducao os impostos no Brasil. Esse € um tema
que lida diretamente com o bolso do cidadao e com o bem-estar da socie-
dade. Sendo assim, bem abordado em sala de aula, tende a atrair a atencao
dos alunos motivando-os e tornando-os mais conscientes e esclarecidos.
Haja vista que o cidadao por muitas vezes, em sua maioria, ndo tem a no¢ao
da quantidade de tributos que paga, mas tem apenas a ideia de que paga
muito e que ndo tem o retorno devido com as suas contribuicdes. O LD4
traz os principais impostos a que estamos sujeitos (IR, ICMS, IPVA, IPTU
etc.) e a porcentagem que cada um gera ao total arrecadado pelo governo.

Também € abordado, na introducao do LD4, o percentual de imposto
que pagamos em alguns produtos, além de um infogrifico com a evolucao

dos tributos no nosso pais. O contetdo apresentado enriquece o aluno com



Capitulo 3. Consideragdes sobre matematica 89

conhecimentos de extrema utilidade, visando sua formagao como cidadao
critico. Os dados e informacdes presentes podem ser usados para elaborar
problemas e realizar calculos de porcentagens, que € um dos objetivos da
MF proposto nesse LD (LEONARDO, 2016).

Essa introdugdo abordada no LD4 é seguramente muito ttil no processo
de EF. A abordagem trazida na introdu¢do desse capitulo indica como a EF
estd bastante relacionada com alguns conteddos matemdticos permitindo
que o aluno conheca o sistema tributdrio do pais, o valor da moeda, a
importancia dos impostos € 0 modo como sdo utilizados pelas esferas
governamentais. Pode-se, assim, usar a Matemdtica para subsidiar todas
esses assuntos.

Como dito no Quadro 2, o LD7 exemplifica cinco situagdes problemas
estudadas na MF. O manual do professor desse LD destaca a relevancia da
MF para a formacao da cidadania dos estudantes, pois oferece a oportuni-

dade de trabalhar assuntos ligados a EF:

A importancia de poupar, e consumir conscientemente; a im-
portincia de pesquisar e comparar precos € condi¢des na hora
da compra; os processos que envolvem aumentos e descontos
e a variagdo percentual; a necessidade de estar atento a juros
abusivos, cobrados muitas vezes em operacdes com cartio de
crédito; o uso do limite do cheque especial, etc. (IEZZI et al.
2017, p. 294).

De um modo geral, verificamos que, no estudo da MF, alguns dos
LD das colegdes do PNLD - 2018 buscam, ainda que de forma timida, a
familiarizacao do leitor com questdes ligadas ao processo de EF. Além disso,
os LD poderiam explorar mais temas que apresentam uma maior ligacao
com a realidade do mercado financeiro, como o caso das amortizagdes, por
exemplo. E importante ressaltar que os LD analisados foram aprovados



90 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

antes da BNCC entrar em vigor no pais, sendo assim, espera-se que 0s

novos LD explorem cada vez mais a temética da EF.

3.5 Consideracoes finais

Entendemos que a EF é uma ferramenta muito util para potencializar
o ensino da matemdtica e consequentemente contribuir na formacao de
cidaddos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais. Nos documen-
tos oficiais analisados, verificamos que antes da BNCC a tematica EF era
pouco explorada e as préprias indicacdes para o trabalho com MF nao
apresentavam ligacao significativa com a EF. Ja a BNCC traz a EF como
tema transversal e indica, em algumas habilidades esperadas para o ensino
de matematica, sua articulacdo com a MF. Além disso, na elaboracdo deste
artigo, tivemos a oportunidade de conhecer trabalhos académicos sobre o
tema, a maioria trabalhos recentes, indicando que a EF € um tema que vem
ganhando espaco nas discussdes voltadas para o campo educacional.

Quanto aos LD do Ensino Médio analisados, percebemos que, em sua
maioria, eles seguem um roteiro padrdo de contetudos, iniciando os capitulos
com uma revisao envolvendo cdlculos com porcentagens, tratando, em
seguida, de aumentos e descontos percentuais sucessivos, €, na sequéncia,
os conceitos de capital, montante, juros e taxa de juros para introduzir
os regimes de juros simples e compostos. Temas complementares como
amortizacOes e equivaléncias de taxas e que apresentam uma maior conexao
com a realidade do mercado financeiro e, por conseguinte, com a realidade
que os estudantes devem se deparar na sua vida adulta sdo deixados de lado
na maioria das colecdes deste PNLD. Ainda sobre os LD, constatamos que
alguns ja comecam a familiarizar o leitor com questdes ligadas ao processo
de EF, com questdes relevantes, como, por exemplo: impostos no pais,
consumismo e responsabilidade financeira. Entretanto, vale destacar que os
LD do EM consultados, ndo passaram pelo crivo de avaliacao da BNCC,
pois na época de elaboracdo desses livros a mesma ainda ndo estava em

vigor no pais. A BNCC passa a dar uma énfase maior a EF, tratando-a como
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tema transversal no curriculo escolar. Tivemos a oportunidade de ter acesso
as colecoes de livros de matemaética do Ensino Fundamental aprovadas no
PNLD 2020. No pouco contato que tivemos com essas colecdes, pudemos
constatar que, de fato, a EF € uma temdtica muito explorada. Algumas
cole¢des trazem a EF em secdes recorrentes dentro dos capitulos. Isso
indica que os novos LD de matemadtica para o ensino médio devam seguir

com essa tendéncia que € um dos parametros exigidos pela BNCC.

3.6 Referéncias bibliograficas

BALESTRI, R. Matematica: interacio e tecnologia. v.2. S3o Paulo:
Leya, 2016.

BRASIL. Base Nacional Comum Curricular. Brasilia: Ministério de
Educacdo, 2018. Disponivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/
wpcontent/uploads/2018/12/BNCC_19dez2018_site.pdf>. Acesso em: 08
fev. de 2019.

BRASIL. Guia de Livros Didaticos do Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD 2018). Brasilia: 2017. Disponivel em:
<http://www.fnde.gov.br/pnld-2018>. Acesso em: 20 jan. 2019.

BRASIL. Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais.
Sistema de Avaliacao da Educacao Basica (Saeb): evidéncias da
edicao 2017. Brasilia: INEP, 2018.

BRASIL. Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢ao Nacional. Lei nimero
9.394, 20 de dezembro de 1996.

BRASIL, Ministério da Educacdo.  Secretaria de Educacdo Mé-

dia e Tecnolégica (Semtec). Parametros Curriculares Na-
cionais para o Ensino Médio, Brasilia: 1999. Disponivel:
<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso

em: 26 jul. 2019.

BRASIL. Orientacées Curriculares para o Ensino Médio. Ciéncias
da Natureza, Matematica e suas Tecnologias. Brasilia: Ministério
de Educagdo, 2006. BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais:


http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wpcontent/uploads/2018/12/BNCC_ 19dez2018_site.pdf
http://basenacionalcomum.mec.gov.br/wpcontent/uploads/2018/12/BNCC_ 19dez2018_site.pdf
http://www.fnde.gov.br/pnld-2018
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf

92 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Matematica: 30 e 4o ciclos do ensino fundamental. Brasilia: MEC,
1998.

BRASIL. PCN + Ensino Médio. Orientacoes Educacionais Complemen-
tares aos Parametros Curriculares Nacionais. Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias.Brasilia: Ministério de Educagao, 2002.
CHAVANTE, E.; PRESTES, D. Quadrante Matematica. v.2. Sao Paulo:
SM, 2016.

DANTE, L.R. Matematica: contexto aplicacdes. v.3. Sdo Paulo: Atica,
2017.

FILHO, E. Educacio Matematica Critica: Uma sequéncia didatica
para o ensino de matematica e educacio financeira a partir do tema
Inflacdo. 2019, 117f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional). Universidade Federal Rural de Pernambuco, Recife,
2019. GARCIA, J; SOUZA, J. Contato matematica. v.3. Sio Paulo:
FTD, 2016.

IEZZI, G.etal. Matematica: Ciéncia e aplicacoes.v.3. Sdo Paulo: Saraiva,
2017.

LEONARDO, FM. Conexoes com a matematica. v.3. Sio Paulo:
Moderna, 2016.

LOPES, L.S.; FERREIRA A.L.A. Um olhar sobre a historia nas aulas
de matematica. Abakds, Belo Horizonte, v. 2, n. 1, p. 75-88, nov. 2013.
MUNIZ, 1. Jr.; JURKIEWICZ,S. Educacao Financeira: uma nova
concepcio para o ensino médio. In: COLOQUIO DE HISTORIA E TEC-
NOLOGIA NO ENSINO DA MATEMATICA, V., 2010, Recife. Anais...:
Recife: SBEM, 2010. p. 1-12.Disponivel em:<http://www.lematec.net.br/
CDS/HTEM10/pdfs/C21.pdf.> Acesso em:15 mar.2019.

PAIVA, M. Matematica Paiva. Ensino Médio. v.1. Sio Paulo: Moderna,
2015.

PERNAMBUCO. Parametros para a Educacao Basica do Estado de
Pernambuco. Matemitica. Recife: Secretaria de Educacgao, 2012.
PESSOA, C.A.S. Educacdo financeira na perspectiva da educagio
matemadtica critica em livros didaticos de matematica dos anos iniciais
do ensino fundamental. In: ENCONTRO NACIONAL DE EDUCACAO



Capitulo 3. Consideragdes sobre matematica 93

MATEMATICA, XII.,2016, Sdo Paulo. Anais...S3o Paulo: SBEM, 2016. p-
1- 12.Disponivel:

<http://www.sbem.com.br/enem2016/  anais/pdf/5176,681;D.pdf. >
Acesso

em : 20deabri.2019.SMOLE K .S.;DINIZ , M .I. Matemtica
EnsinoMdio.v.3.

SoPaulo : Saraiva,2016.






Capitulo 4

Codigos corretores de erros no
ensino médio: um estudo sobre o
codigo de Hamming

Me. Everton Henrique Cardoso de Lir:ﬂ
Dra. Mércia Pragana Dantasﬂ

Resumo: Os Cédigos Corretores de Erros sao um tema de bastante utilidade em
diversas aplicagOes tecnoldgicas nas engenharias, por exemplo, € em pesquisas
na drea da matematica aplicada. Embora o tema seja amplamente abordado em
pesquisas matematicas académicas, o mesmo ainda € pouco explorado em nivel
da Educacgdo Baésica, mais precisamente, no Ensino Médio. Por esse motivo, no
presente trabalho, nos propomos a contribuir com a insercdo desse importante
assunto na esfera do Ensino Basico. Dessa forma, realizamos uma apresentacao
do Cédigo de Hamming elementar e acessivel para professores do Ensino Médio,
partindo de sua formulacéo original, proposta pelo autor em 1950, e, em seguida,

apresentando esse cddigo do ponto de vista matricial, tendo em vista o seu ensino
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em nivel basico. Por fim, indicamos outra leitura sobre o tema, na qual apresen-
tamos uma sequéncia diddtica para o ensino dos Cédigos Corretores de Erros no
Ensino Médio.

Palavras-chave: Coédigos Corretores de Erros; Cédigo de Hamming; Ensino
Médio.

4.1 Introducao

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros €, grosso modo, o ramo
da matemadtica que estuda os problemas relacionados com o processo de
transmissao e recep¢do de informagdes digitais, bem como o papel do erro
nesse processo. De acordo com Hefez (2018), um Cdédigo Corretor de Erros
consiste em um procedimento para a transmissao de informagdes, no qual a
introdugdo sistemdtica de informacao redundante a uma informacao prévia
que se deseja transmitir € realizada, de forma que a informacdo redundante
seja utilizada posteriormente na detec¢do e correcao dos possiveis erros
ocorridos durante a transmissao.

Tais codigos sdo um dos grandes responsaveis pelo bom funcionamento
de tecnologias que fazem parte do nosso cotidiano como, por exemplo,
televisores, smartphones, computadores, musica digital, internet, dentre
outros. Mais ainda, suas aplicagdes podem ser vistas nas mais diversas dreas
da ciéncia, tais como Engenharia Elétrica (GUIMARAES, 2003); Biologia
(ROCHA, 2010; FARIA, 2011); Computacdo Quantica (AGUIAR, 2010)
e Criptografia (BOLLAUF, 2015). A importancia dos Cédigos Corretores
de Erros pode ser vista também através da atengdo que tem sido dada a sua
divulgacdo para um publico mais amplo do que a comunidade académica.
Consideremos, por exemplo, as obras de divulgacao matematica de Milies
(2008), Stewart (2013) e Ellenberg (2015, p. 301-325), que trazem o tema
de forma mais intuitiva e informal, ou Shine (2009), S4 e Rocha (2012)
e Rousseau e Aubin (2015), que apresentam abordagens um pouco mais
técnicas, porém elementares.

No que diz respeito as pesquisas académicas advindas do PROFMAT,
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o assunto ja foi abordado por: Miranda (2013), no qual se destaca o foco
dado ao problema do “empacotamento de esferas”; Carvalho (2014), como
campo da matemdtica no qual os conceitos de Matrizes, Determinantes
e Polindmios sdo aplicados; Alves (2015), como contexto para o estudo
de Aritmética e Matrizes no Ensino Médio; Nicoletti (2015), em que o
autor destaca a relagdo entre o assunto e a Algebra Linear, assim como a
importancia de se introduzir ideias basicas do mesmo no Ensino Médio;
Pinz (2013) e Machado (2016), nos quais o tema é abordado através do
conceito de digitos verificadores, utilizados em codigos de barra, no CPF,
em cartdes de crédito, dentre outros; Dias (2017), no qual o autor apresenta
uma aplicac@o dos Cddigos Corretores de Erros realizada pela NASA em
1971 na Missao Mariner; Rodrigues (2017), em que os diagramas de Venn
sdo inteligentemente utilizados para introduzir o assunto no Ensino Bdsico;
e, finalmente, Schroeder (2017), no qual truques de magica sao realizados
através da utilizac@o de alguns Codigos Corretores de Erros.

Isso nos sugere o surgimento de uma tendéncia de introducao e adap-
tacdo deste assunto para a sua futura abordagem no Ensino Médio, uma
vez que, 0 mesmo consiste em um rico tema para a contextualizacdo de
assuntos como Matrizes, Determinantes, Polindbmios, Aritmética Binaria,
dentre outros assuntos relevantes para este nivel de ensino. Decorre dai
que, entendemos ser relevante para os professores de matemética do Ensino
Basico, a devida compreensdo do que sao estes cddigos, para que em sua
atuacgdo nas salas de aula, os mesmos sejam capazes de abordéd-los de forma
clara e adequada para este nivel de ensino. Além disso, entendemos que
propostas como esta possuem potencial para serem geradoras de outras
propostas na mesma dire¢do, o que no futuro, pode consolidar os Cédigos
Corretores de Erros como um tema de ensino e estudo na Educacdo Basica,
o que dentre outras coisas, representaria uma renovagao e modernizacao nos
conteddos abordados nos curriculos de matematica da Educagao Bésica.

Tendo em vista que os estudos sobre os Cédigos Corretores de Erros tém
abordado o tema através de variados enfoques e de perspectivas diversas,
neste trabalho optamos por dar um enfoque ao assunto de forma que dele

possam advir contribuicdes relevantes para o ensino da matemética a nivel
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basico. Assim, nossa escolha recaiu sobre o Codigo de Hamming, desen-
volvido em 1950 pelo matematico e engenheiro americano Richard Wesley
Hamming (1915 - 1998). Um dos motivos para tal escolha deveu-se ao fato
desse codigo apresentar papel de destaque no desenvolvimento inicial dos
primeiros Codigos Corretores de Erros, conforme aponta Abrantes (2003),
bem como pelas possibilidades de abordagem do assunto, que acreditamos

possiveis de serem realizadas no Ensino Médio.

4.2 Teoria da informacao e codigos corretores

de erros

Os Cédigos Corretores de Erros estdo intimamente relacionados com a
chamada Teoria da Informacdo, a qual foi inicialmente desenvolvida pelo
matematico americano Claude Elwood Shannon (1916 - 2001), em seu
classico trabalho A Mathematical Theory of Communication (SHANNON,
1948). Nesse trabalho, Shannon estudou o problema fundamental da comu-
nicacao, que segundo ele “é o de reproduzir em um ponto exatamente ou
aproximadamente uma mensagem selecionada em outro ponto” (SHAN-
NON, 1948, p. 1, traduc@o nossa). Para isso, ele definiu inicialmente
uma unidade de medida de informacdo, que chamou de bit (abreviacdo de
binary digit) e um sistema de comunicagdo, o qual é formado basicamente
por cinco componentes, a saber: uma fonte de informagdo, que produz a
mensagem a ser transmitida; um transmissor, que atua sobre a mensagem
produzindo um sinal passivel de ser transmitido; um canal, que consiste
basicamente no meio utilizado para transmitir o sinal do transmissor até o
receptor; um receptor, que decodifica o sinal recebido na mensagem enviada
pelo transmissor; e um destino, que € a pessoa ou equipamento que recebe
a mensagem enviadeﬂ

Tais conceitos foram amplamente utilizados e aproveitados para o esta-

belecimento da Teoria dos Cddigos Corretores de Erros por dois motivos.

3Para maiores detalhes sobre os componentes de um sistema de informagio, ver
Shannon (1948, p. 2) e Gleick (2013, p. 231).
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Figura 4.1: Sistema de informagao

Fonte: Shannon (1948, p. 2).

O primeiro foi o fato de o bit ser adotado como a unidade de medida para a
informacao, possibilitando, assim, o tratamento cientifico da informacao,
0 que ja ocorria hé séculos com outras grandezas, como, por exemplo, as
fisicas. O segundo foi a sistematiza¢do do processo de comunicagdo, o que,
dentre outras coisas, possibilitou uma ampla compreensao de como o erro
interfere nesse processo, como também levou Shannon a mostrar que “existe
um limite fundamental de quanta informa¢do um canal de comunicagao
pode transportar” (STEWART, 2013, p. 327). A partir dessa constata¢do, os
cientistas da drea buscaram desenvolver métodos e codigos eficientes para a
transmissao de informacgdes em suas mais diversas formas, sem, contudo,
se preocuparem com a quantidade mdxima de informagdo que um canal
poderia transportar, visto que este problema ja estava resolvido.

Sobre o papel do erro no processo de comunicagdo, o diagrama da
Figura4.1{nos mostra que, entre a transmissao e a recep¢ao de uma dada
mensagem, pode ocorrer um ruido, ou seja, uma interferéncia que eventu-
almente modifica o sentido da mensagem original, causando, assim, um
erro de comunicagdo. Foi precisamente a identificacao da presenca do
ruido interferindo na transmissdo de mensagens que levou Shannon e seus
companheiros a busca de uma solugdo para este problema. Essa busca
também contribuiu no desenvolvimento dos Cddigos Corretores de Erros,
cuja funcao €, como o nome ja sugere, impedir, por meio da correcao de
erros, que a mensagem original tenha seu sentido distorcido apds o seu

envio.
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Por exemplo, a a¢do do erro na transmissao de um simbolo do cédigo
ASCIIEI pode ser representada pelo diagrama de Shannon abaixo. Neste caso,
a letra A € codificada pelo simbolo 10100001 e a letra B por 10100010. O
erro aqui ocorreu porque os Ultimos dois digitos do simbolo enviado foram
permutados, o que resultou na transmissao da letra A e da recepc¢do da letra
B:

Figura 4.2: Exemplo de erro

Fonte de
informagdo

A | 10100001 % 10100010 % B
Sinal Sinal

recebido

Transmissor Receptor Destinatério

Fonte de
erro

Fonte: Ilustracdo do autor.

4.2.1 O codigo de Hamming

Um dos pioneiros na pesquisa e no desenvolvimento dos Cédigos Cor-
retores de Erros foi o matemdtico americano Richard Hamming, o qual, em
abril de 1950, publicou no The Bell System Technical Journal o artigo Error
Detecting and Error Correcting Codes (HAMMING, 1950). Nesse artigo,
conceitos fundamentais para a Teoria dos Cédigos Corretores de Erros,
como métrica, redunddncia, equivaléncia de codigos e codigos sistemadti-
cos, por exemplo, foram primeiramente enunciados e abordados. Hamming
também explica que a motivacdo para o estudo foi a necessidade de se
resolver o problema que inevitavelmente surge no processamento de uma
dada tarefa por uma maquina como um computador, a saber, os eventuais
erros que ocorrem na realizacdo da tarefa. Sobre o erro presente em um

calculo realizado por um computador, ele afirmou:

Do inglés: American Standard Code for Information Interchange
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uma unica falha geralmente significa o fracasso completo, no
sentido de que se ela € detectada nenhum calculo pode ser
realizado até a falha ser localizada e corrigida, enquanto que
se ela escapa da deteccdo entdo ela invalida todas as operagdes
posteriores da maquina (HAMMING, 1950, p. 147, tradugao

nossa).

Dessa forma, o operador ou usudrio de tal maquina se vé diante de um
impasse. Se um erro ocorrer e for detectado, entdo a maquina ndo funciona
até o erro detectado ser corrigido, tarefa que, na época, ndo era realizada em
pouco tempo e sem pouco trabalho. Por outro lado, se um erro ocorrer e ndo
for detectado, os cdlculos realizados ndo serdo uteis, pois foram afetados
pelo erro, que comprometerd o resultado final de todo o trabalho realizado.

Foi justamente neste novo e pouco explorado contexto que Hamming
se encontrava em 1947, enquanto trabalhava com os computadores dos
laboratdrios Bell. Nessa época, a utilizacdo dos computadores da empresa
era bastante restrita e disputada por seus pesquisadores, de forma que
Hamming s6 tinha acesso aos mesmos nos finais de semana. Foi nessas
pesquisas de “final de semana” quando ele percebeu que as miquinas por ele
utilizadas eram capazes de detectar os erros em sua programacao, entretanto
1sso ndo o ajudava em nada, pois as maquinas nao possuiam a capacidade
de corrigir tais erros.

Em entrevista dada em 1977, ele explica a situagdo em que se encontrava
na época, e que, em grande parte, foi um dos motivos que o levaram a

trabalhar no desenvolvimento dos Cédigos Corretores de Erros:

Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e descobri que
todas minhas coisas tinham sido descarregadas e nada tinha
sido feito. Eu estava realmente aborrecido e irritado porque
queria estas respostas e tinha perdido dois finais de semana. E
entdo eu me disse “Maldi¢do, se as maquinas podem detectar
um erro, porque nao podemos localizar a posicdo do erro e
corrigi-lo"(MILLIES, 2009, p. 2).
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Ao lermos o artigo de Hamming, fica claro que era com o objetivo de
compreender e fazer bom uso da correcdo de erros que ele passou a estudar
o problema da sua detec¢do e posterior correcao, uma vez que o problema
da simples detec¢do de erros ja estava resolvido na época, como ele mesmo
afirma: “parece desejavel examinar o préximo passo além da detec¢do do
erro, nomeadamente corre¢do do erro” (HAMMING, 1950, p. 148, traducao
nossa). Para desenvolver sua teoria, Hamming elabora alguns conceitos
que o ajudardo nessa tarefa. A esséncia de tais conceitos estd presente nas
Definicoes[I] 2] e[3] a seguir:

Definicao 1. Sejam A um conjunto finito ndo vazio, o qual serd chamado
de alfabeto, e |A| o seu niimero de elementos. Um cddigo corretor de erros
C ¢é um subconjunto préprio qualquer de A", para algum n natural. Um

elemento c € C é chamado um simbolo do cédigo.

Da defini¢ao acima decorre que, dado um conjunto finito nao vazio A
qualquer, podemos, a partir dele, definir quantos Cédigos Corretores de
Erros desejarmos, sendo tal construcao limitada apenas por nossa criativi-
dade e disposicao. Por exemplo, se escolhermos como alfabeto o conjunto
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, temos que |A| = 10 e o seu nimero de identi-
dade é um simbolo do conjunto C C A®, em que C é um Cédigo Corretor
de Erros. Agora, se o conjunto A escolhido for o nosso alfabeto, entdo o
conjunto C C A%, formado por todas as palavras do nosso idioma, também
€ um Cdodigo Corretor de ErrosE] Por fim, os cddigos de barras dos produtos
que compramos, o registro de livros ISBN e o nimero do nosso CPF, sdo
todos exemplos de Cédigos Corretores de Erros cujo alfabeto também &
A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e cujos simbolos estdo no conjunto A'3, para
os dois primeiros, € Al para o ultimo.

Uma pergunta que pode surgir apds esses exemplos €: Como corrigir
os erros nesses codigos? Essa pergunta ndo possui uma Unica resposta.
Nos casos dos nimeros de identidade e das palavras do nosso idioma,

por exemplo, a repeticio de um simbolo ao transmiti-lo consiste num

>Nesse exemplo, consideramos que a maior palavra na lingua portuguesa é Pneumoul-
tramicroscopicossilicovulcanoconiético, a qual, como pode ser visto, possui 46 letras.
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procedimento que permite a corre¢do de erros, porém a repeticio nem
sempre € o procedimento mais eficaz possivel. Ja para os cddigos de
barra, o ISBN e o CPF, existem procedimentos matematicos um pouco
mais sofisticados para a detecc¢ao e corre¢do dos eventuais erros. Para os
interessados em como esses procedimentos funcionam, ver S e Rocha
(2012).

Sendo assim, surge aqui a necessidade de se buscar procedimentos
mais eficazes para a deteccdo e corre¢do de erros, tarefa essa que nem
sempre € simples, principalmente quando trabalhamos com alfabetos com
muitos simbolos, como os exemplos acima. Para resolver e evitar este tipo
de problema, Hamming escolheu trabalhar com cédigos cujos simbolos
fossem compostos por sequéncias numéricas contendo apenas 0’s e 1’s
em seus digitos. Alguns desses digitos serdo utilizados para transmitir a
informacao desejada e outros serdo utilizados para a deteccdo e corre¢ao

dos eventuais erros. Essa escolha nos leva para a préxima Defini¢do:

Definicao 2. Sejam C um Codigo Corretor de Erros e n,m e k niimeros
naturais com n > m. Dizemos que C é sistemdtico quando cada simbolo
de C tem exatamente n digitos bindrios, dos quais m sdo associados com a
informagdo, enquanto os k = n — m digitos restantes sdo utilizados para a

deteccdo e correcdo de erros.

Ao se escolher trabalhar com cddigos sistematicos, nos vemos diante da
seguinte pergunta: Dados dois c6digos sisteméticos C e C’, como decidir
qual dos dois € o mais eficiente? Entendendo mais eficiente por aquele
que transmite a maior quantidade de informac¢ao m, dado um valor para o
comprimento dos simbolos n, ou, equivalentemente, transmite uma determi-
nada quantidade m de informag¢do com o menor valor possivel de n. Para

responder essa pergunta, Hamming propds a seguinte definicao:

Definicao 3. Sejam C um codigo e n e m naturais. A redunddncia R do

codigo C é a razdo entre o niimero de digitos bindrios utilizados e o niimero
n

minimo necessdrio para transmitir a mesma informagdo, ou seja, R = -

Note que a redunddncia é um niimero maior ou igual a 1.
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A partir de agora vamos trabalhar com cédigos considerando a menor
redundancia possivel, pois essa escolha é exatamente a que Hamming faz
em seu artigo. Vale destacar que sempre € possivel obtermos tais c6digos,
que chamaremos de cddigos de redunddncia minima, uma vez que, como
seré visto posteriormente, m e n estdo bem definidos. Além disso, salvo
mengdo contrdria, sempre usaremos A = {0, 1}.

Na primeira parte de seu artigo, Hamming apresenta a construcdo de

cddigos de redundancia minima em trés casos especificos, a saber:

(1) Codigos detectores de um unico erro;
(2) Codigos corretores de um tnico erro;

(3) Codigos corretores de um unico erro, além de detectores de erros

duplos.

Nas préximas subse¢des, detalharemos os casos (1) e (2). O caso (3)
ndo serd considerado, pois 0 mesmo consiste simplesmente na aplica¢io
do algoritmo apresentado no caso (1) em um cédigo elaborado conforme o
algoritmo apresentado no caso (2). Dessa forma, no caso (3), corrigimos
um erro e detectamos dois, um pelo algoritmo em (1) e um pelo algoritmo
em (2). Em suma, sempre que falarmos nos cddigos dos casos (1) e (2),

teremos em mente as seguintes defini¢des:

Definicao 4. Um codigo C é dito detector de um tinico erro quando, na
transmissdo de um dado simbolo ¢ € C, um tinico erro ocorrido em apenas

uma de suas posicoes pode ser detectado.

Definicao 5. Um codigo C é dito corretor de um tinico erro quando, na
transmissdo de um dado simbolo ¢ € C, um tinico erro ocorrido em apenas
uma de suas posicoes pode ser detectado e corrigido pela troca de 0 por 1

ou vice versa.

4.2.2 Cédigos detectores de um anico erro

Para o caso mais simples, ou seja, os codigos detectores de um unico

erro, Hamming propde o seguinte algoritmo, chamado de verificagdo de
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paridade, para a codificacdo de um simbolo composto de uma lista com n
0’se I’s:

Algoritmo 1. Nas primeiras n — 1 posicoes, nés colocamos n — 1 digitos
de informagdo. Na n-ésima posicdo, nos colocamos outro 0 ou 1, de modo

que as n posicoes completas tenham um niimero par de 1’s.

Note que o algoritmo acima € claramente um cédigo detector de um
Unico erro, uma vez que um Unico erro na transmissao deve levar a um
nimero impar de 1’s nos simbolos do c6digo, o que nos permitird concluir
imediatamente que, de fato, a transmissdo foi afetada pelo erro. Esse
cédigo € denotado por C(n,n— 1) ou C(n,m), em que n é a quantidade
de posi¢des dos simbolos do cddigo e m € a quantidade de posicdes que
contém a informacdo. E possivel observar abaixo um exemplo de como
este algoritmo de codificagcdo/decodificacdo funciona para o caso do cédigo
C(8,7).

Exemplo 1. Considerando a Tabela a seguir, note que, com respeito
aos 7 digitos de informagdo, as duas primeiras linhas da tabela contém um
niimero impar de 1’s. Portanto, antes de transmitir os simbolos 1000110
e 0010110 presentes nessas linhas, devemos adicionar, na 8° posi¢cdo, o
digito 1, para que a quantidade de 1’s seja par, resultando nos simbolos
codificados 10001101 e 00101101. Por outro lado, os simbolos nas duas
tltimas linhas contém um niimero par de 1’s nas 7 posicoes de informagao.
Assim, antes de transmitir os simbolos 0111010 e 1010011 presentes nestas
linhas, devemos adicionar, na 8¢ posicdo, o digito 0, para que a quantidade
de 1’s seja par, resultando nos simbolos codificados 01110100 e 101001 10.
Dessa forma, se na transmissdo o receptor receber um simbolo com um

nimero impar de 1’s, ele pode concluir que ocorreu um erro na transmissao.

3 _n_ _n_ __ 1 .
Cabe notar aqui que, como R = ;- = -5 = 1 + —, poderiamos supor

que, para obtermos uma redundancia cada vez menor, deveriamos tornar
o valor de n cada vez maior. Porém o que ocorre ao se aumentar o valor
de n € o indesejdvel aumento na probabilidade de ocorréncia de erros

13

na transmissdo dos simbolos. Em suas palavras, Hamming explica: “se
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Tabela 4.1: Funcionamento do c6digo C(8,7), detector de um tnico erro.

Digitos de Digito de
informacao verificacao
1{0[0[0]1]1]0 1
0(0|1/0|1|1/0 1
Of1|1|/1/0|1]|0 0
1O/ 1|0[O0|1]|1 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

p < 1 € a probabilidade de algum erro, entdo para n tdo grande como 117, a
probabilidade de um simbolo correto € aproximadamente % =0,3679...,
enquanto um erro duplo tem probabilidade i =0,1839.... (ibid, p. 150).
Como os erros duplos nio sdo detectados por esse cddigo, ocorre que existe
uma probabilidade de aproximadamente 18,4% de surgirem erros duplos
passando pelo sistema, ou seja, quase um em cada cinco simbolos sendo
transmitidos com erros e, pior ainda, nao detectados.

Antes de passar para o proximo tipo de cédigo, vale ressaltar que o
codigo do exemplo acima é, de acordo com a Defini¢ao[I] um subconjunto
de A%, em que A, como ja dissemos, é o conjunto {0,1}. Além disso, a
redundéncia desse c6digo é R = 7 = % ~ 1,14, o que, em termos praticos,
significa que a transmissdo dos 27 = 128 simbolos desse cédigo apds sua
codificacdo é equivalente a transmissao de 128 x % ~ 146 simbolos do
mesmo cddigo se eles ndo fossem codificados. Por esse motivo, trabalhamos
com cédigos com redundancia minima, pois eles possibilitam uma maior

economia de dados na transmissao de uma dada informagao.

4.2.3 Cédigos corretores de um tinico erro

No caso dos codigos corretores de um unico erro, Hamming desenvolve
dois algoritmos. Um serd utilizado para a codificagdo e outro serd utilizado
para a detecgdo, corregdo e decodificacdo de um erro em uma sequéncia
bindria de n posi¢des, das quais m sdo escolhidas para conter a informacao
e as outras k restantes, em que k é tal que k = n — m, sdo escolhidas para
a verificagdo de paridade. A relagdo entre n,m e k é dada pela Tabela|d.2]
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que apenas utilizaremos aqui, deixando a sua construcao para a subse¢ao
2.4 (Proposi¢ao[I). No préximo exemplo, adaptado de Hefez (2008, p. 2),
mostraremos como a Tabela 4.2] € utilizada na codificagdo de comandos
para a movimentacdo de um robd que se move em 4 dire¢cdes sobre um

tabuleiro.

Tabela 4.2: Relacdo entre n,m e k.

n m k correspondente
1 0 1
2 0 2
3 1 2
4 1 3
5 2 3
6 3 3
7 4 3
8 4 4
9 5 4
10 6 4
11 7 4
12 8 4
13 9 4
14 10 4
15 11 4
16 11 5
Etc.

Fonte: Hamming (1950, p. 151).

Exemplo 2. Considere um rob6 que se move sobre um tabuleiro quadri-
culado de modo que, ao darmos um dos comandos (Leste, Oeste, Norte
ou Sul), o robo se desloca do centro de uma casa para o centro da casa
contigua indicada pelo comando.

Se definirmos estes comandos por: Leste — 00, Oeste — 01, Norte
— 10 e Sul — 11, a Tabela mostra que 2 digitos de informacao
(m = 2), exigem 3 digitos de verificacdo (k = 3), logo, os simbolos codifica-

dos terdo 5 posicoes (n =35).
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Segue dai que uma codificagdo para estes comandos € a dada por:
00 — 00000, 01 — 10011, 10 — 11100 e 11 — 01111. Em que os
digitos destacados em negrito (informac@o) sdo os comandos originais
do robd pré-codificacio, e os outros digitos que aparecem sem negrito
(redundancia) estido todos em posi¢cdes que sdo poténcias de 2. Essa ndo
¢ a unica forma de codificar os comandos do robd, mas, como veremos
a seguir (Algoritmo [2)), ¢ uma que permite a detecgio e corre¢do de um
Unico erro. De fato, a ocorréncia de um tnico erro antes da codificacao,
como, por exemplo, o envio de 00 ao invés de 01, faria com que o robd
se movimentasse na direcdo oposta a que queriamos que ele fosse, porém,
apos a codificagdo, a ocorréncia de um tnico erro ndo gera tal situacao e,
mais ainda, é passivel de ser corrigida, como veremos a seguir.

Num primeiro momento, o leitor pode pensar que a escolha dessa
codificagdo particular foi feita de forma arbitraria, mas, ao contrario do que
pode parecer, a mesma foi realizada seguindo um algoritmo definido em
Hamming (1950), o qual exemplificaremos a seguir e generalizaremos no
Algoritmo[2]

Em seu algoritmo de codificacdo, Hamming afirma que as posi¢des de
verificagdo devem estar localizadas em poténcias de 2, ou seja, as posicoes
de verificagdo serdo a 1%, 2* e 4*, como vimos no Exemplo [2| Por questdes
de melhor entendimento, chamaremos essas posi¢des de v, v, e v4 e desta-
caremos, em negrito, os simbolos 00,01, 10, 11, de sorte que tais simbolos,
ao serem codificados, serdo escritos como: viv20v40, viv20val, vivo1vs0 e

viva21lv41. Para determinar vy, v, € v4, seguiremos o seguinte algoritmo:

* Para a codificacdo do simbolo 00 em v{v,0v40, v seréd escolhido de
forma que a soma v + 0+ 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 0
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 0 seja par. Logo, teremos
v =0,v2 =0evq =0 e o simbolo codificado sera 00000.

* Para a codificacdo do simbolo 01 em v{v,0v41, v; serd escolhido de
forma que a soma v + 0+ 1 seja par; vo, de forma que a soma v, + 0
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 1 seja par. Logo, teremos

vi =1,v2 =0evq4 =1 e o simbolo codificado sera 10011.
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* Para a codificacao do simbolo 10 em v{v,1v40, v; serd escolhido de
forma que a soma vy 4+ 1+ 0 seja par; v,, de forma que a soma v, + 1
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 0 seja par. Logo, teremos

vi =1,y =1evs =0 e o simbolo codificado serd 11100.

* Para a codificagao do simbolo 11 em v{v1v41, v; serd escolhido de
forma que a soma v; + 141 seja par; v,, de forma que a soma v, +1
seja par; e v4, de forma que a soma v4 + 1 seja par. Logo, teremos
vi =0,v» =1evs =1 e osimbolo codificado serda 01111.

Assim, obtemos os simbolos codificados do Exemplo[2] Vejamos, agora,
o caso geral para um simbolo v{vod3vsdsdedyvs - - - codificado a partir do
simbolo d3d5d6d7 Tt

Algoritmo 2. (Codificacdo) Para determinar vi, some os valores dos di-
gitos nas posigcoes 1,3, 5, 7,--- de forma que a soma seja par, ou seja,
“escolha” um digito e “pule” um digito a partir da 1° posicdo. Para deter-
minar vy some os valores dos digitos nas posicoes 2,3,6,7,10,11,... de
forma que a soma seja par, ou seja, “escolha” dois digitos e “pule” dois
digitos a partir da 2° posi¢cdo. Para determinar v4 some os valores dos
digitos nas posicoes 4,5,6,7,12,13,14,15,--- de forma que a soma seja
par, ou seja, “escolha” quatro digitos e “pule” quatro digitos a partir da
4 posicdo. Este algoritmo continua até que sejam percorridas todas as

posigoes nas poténcias de 2 do simbolo, sempre “escolhendo” e “pulando

digitos nas poténcias de dois.

Suponha agora, que, ao enviarmos o comando para o robd se movi-
mentar para o norte, tenha ocorrido um erro e, ao invés de ser transmitido
o simbolo 11100, tenha sido transmitido o simbolo 11000, com um erro
na terceira posi¢ao. Como verificar e corrigir esse erro? Hamming nos

responde com mais um algoritmo.

Algoritmo 3. (Decodificacdo e correcdo) Vamos imaginar por um mo-
mento, que recebemos um simbolo de codigo, com ou sem um erro. Vamos

aplicar as k verificacoes de paridade em ordem, e, para cada vez que a
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verificacdo de paridade especificar o valor observado em sua verificacdo
de posicdo, escreveremos um 0, enquanto que, para cada vez que os valores
especificado e observado diferirem, escreveremos um 1. Quando escrever-
mos, da direita para a esquerda, em uma linha, esta sequénciade k 0’s e 1’s
[...] ela poderd ser considerada como um niimero bindrio e serd chamada
de um niimero de verificacdo. Vamos exigir que esse niimero de verificacdo
dé a posig¢do de um tnico erro, com o valor zero significando nenhum erro
no simbolo (HAMMING, 1950, p. 150, tradugdo nossa).

Vamos agora aplicar o Algoritmo [3{no simbolo 11000 e constatar que
de fato o erro estd na 3* posicdo. Com efeito, para esse simbolo temos

vy = 1,v, =1 e v4 =0, de maneira que:

* A primeira verificagcdo de paridade € realizada nas posi¢coes 1,3 e 5,
logo, para que v; + 0+ 0 seja par, v; tem que ser igual a zero, o que
ndo confere com o valor de v{. Assim, essa verificacdo contribui com

um 1 na sequéncia do nimero de verificagdo.

* A segunda verifica¢do de paridade € realizada nas posi¢des 2 e 3, de
sorte que, para que v, + 0 seja par, v, tem que ser igual a zero, o
que nao confere com o valor de v,. Assim, essa verificacdo também

contribui com um 1 na sequéncia do nimero de verificacao.

* A terceira e dltima verificacdo de paridade € realizada nas posicoes
4 e 5, de maneira que, para que v4 + 0 seja par, v4 tem que ser igual
a zero, o que confere com o valor de v4. Assim, essa verificacao

contribui com um 0 na sequéncia do nimero de verificagdo.

Escrevendo essa sequéncia como indicado no Algoritmo [3] obtemos a
sequéncia 011, que pode ser identificada com o nimero 011 na base 2, que é
igual a 3 na base 10. Dessa maneira, o erro se encontra na 3* posicdo, como
jé era de se esperar. Na proxima subsec¢do, explicaremos com detalhes por
que esse algoritmo funciona e por que a sequéncia obtida representa, de
fato, a posi¢do onde se encontra o erro. Consideremos, agora, um exemplo
em que o robd do Exemplo 2| é atualizado para se movimentar em mais

quatro diregdes:
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Exemplo 3. Suponha que o robé do Exemplo 2] foi aprimorado, de forma
que também seja possivel movimentd-lo nas direcoes: Nordeste, Noroeste,
Sudeste e Sudoeste. Se redefinirmos os comandos por: Leste — 000,
Oeste — 010, Norte — 100, Sul — 110, Nordeste — 001, Noro-
este — 011, Sudeste — 101 e Sudoeste — 111, o Algoritmo |2 e a
Tabela (3 digitos de informacdo m = 3, requerem 3 digitos de veri-
ficacdo k = 3) nos fornecerdo a seguinte codificacdo: 000 — 000000,
010 — 100110, 100 — 111000, 110 — 011110, 001 — 010101,
011 — 110011, 101 — 101101 e 111 — 001011, em que os digitos

destacados em negrito correspondem aos simbolos antes da codificacdo.

A forma de realizar a codificacdo desses simbolos € a mesma realizada
no Exemplo [2] portanto ndo a repetiremos aqui. Entretanto, vamos apre-
sentar uma forma mais direta para a verificagao e correcao do erro, ou seja,
de aplicacdo do Algoritmo (3| Suponha que, ao darmos o comando para
o robd se movimentar na direcao nordeste, o simbolo 010001 tenha sido
transmitido em vez do simbolo 010101, ou seja, ocorreu um erro na 4*

posigdo. Para detectar e corrigir esse erro, considere a Tabela [4.3]abaixo.

Tabela 4.3: Correcdo de um erro

vi | va | d3 | vq4 | ds5 | dg | Nlimero de Verificacdo

O|1[0]0 0|1

0 0 0 0
110 1 0
001 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na primeira linha da tabela, rotulamos os digitos que aparecerdo nas
colunas de 1 a 6 por vy,vy,d3,v4,d5 € dg, em que vy, v, € v4 sdo os digitos
de verificacdo e d3,ds e dg sdo os digitos de informacao (os escritos em
negrito no Exemplo [3). Na segunda linha da tabela, temos o simbolo que
foi recebido na transmissdo, a saber, 010001. Agora, note que os trés

zeros que aparecem na 3° linha das seis primeiras colunas da tabela sdo os
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valores de vy,d3 e ds e que a soma de d3 com ds € par e, como v; = 0, essa
verificacao contribui com um 0O para o niimero de verificacao (3 linha e 7*
coluna). Prosseguindo a verificag@o, temos que a soma dos valores de d3 e
dg, presentes na 4° linha, é impar e, como v, = 1, essa verificagdo contribui
com um O para o nimero de verificacdo. Finalmente, somando os valores
de ds e dg na dltima linha, obtemos resultado impar e, como v4 = 0, essa
verificacdo contribui com um 1 para o nimero de verificagdo. Escrevendo o
nimero de verificacdo em sua forma bindria, obtemos 100, que em escrita
decimal € igual a 4, ou seja, o erro se encontra na 4* posi¢ao, como era de

S€ esperar.

Vejamos agora um exemplo no qual consideraremos o caso do envio de
um simbolo sem erro e verificaremos que o Algoritmo |3|retorna, de fato,
uma sequéncia contendo apenas zeros como indica¢do da ndo ocorréncia de

€IT10.

Exemplo 4. Seja x = 01001110 um simbolo pertencente a um codigo que
transmite simbolos contendo um byte de informagdo, ou seja, m = 8. Para
codificd-lo, consultamos a Tabela e notamos que, para este valor de
m, devemos escolher k =4 e n = 12, logo, o simbolo x, ao ser codificado,
terd 12 posigoes. Apds utilizarmos o Procedimento[2] obtemos o simbolo
x' = 100110011110, a codificagéo de x. Suponha que tal simbolo tenha
sido transmitido corretamente, assim, ao utilizarmos o Procedimento [3|
e calcularmos o niimero de verificacdo desse simbolo, devemos obter a
sequéncia 0000, a qual indicard que ndo houve erro na transmissdo. De
fato, considerando a Tabela|d.4|abaixo, é fdcil verificar que os valores dos

digitos na ultima coluna da mesma sdo realmente todos iguais a zero.

Com esses exemplos, encerramos a apresentacao do cédigo de Ham-
ming em sua formulacdo original. A seguir, mostraremos por que esses
procedimentos de codificagdo e correcdo funcionam, para finalmente, na

subsec¢do 2.5, apresentar a formulacdo matricial desse codigo.
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Tabela 4.4: Verificacdo da ndo ocorréncia de erro
Vi V2 d3 V4 d5 d6 d7 Vg d9 d]o d11 dlz Numero de

10011 ]0|0(1]1 1 1 0 | Verificacdo
1 0 1 0 1 1 0
010 00 1 1 0
111]10]0 0 0
1|1 1 1 0 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2.4 Justificativa dos algoritmos e construcao da tabela
2

A pergunta natural que surge nesse momento é: Por que estes algoritmos
de codificagdo, decodificacdo e corre¢ao funcionam? A resposta para essa
pergunta pode ser encontrada na relagdo existente entre oS nimeros escritos
nas bases 2 e 10. Para entender melhor essa afirmacgdo, consideremos o
teorema a seguir € o seu coroldrio mais adiante, cujas demonstragcdes podem

ser encontradas em Hefez (2014, p. 68; 73), respectivamente.

Teorema 1. Sejam dados os niimeros inteiros a e b, com a >0 e b >
1. Existem nimeros inteiros n > 0 e 0 < ro,ry,...,r, < b, com r, # 0,

univocamente determinados, tais que a = ro+rib+ rb*+ - 4 r,b"

Note que esse teorema garante que podemos escrever um nimero a dado,
na base b > 1 que preferirmos. Em particular, quando b = 10, dizemos
que o numero a estd escrito na base 10 ou em sua expansdo decimal e
escrevemos (a)1g, enquanto que, quando b = 2, dizemos que o ndimero a
estd escrito na base 2 ou em sua expansao bindria e escrevemos (a);. O
coroldrio a seguir nos permite relacionar um nimero em sua representacao
na base 10 com a sua respectiva representacdo na base 2 e vice-versa. Tal
relagdo, embora ndo tenha sido explicitada, estd no cerne dos algoritmos de

codificacdo, decodificacdo e detec¢cdo de erro desenvolvidos por Hamming.

corolario 1. Todo niumero natural a escreve-se de modo tinico como soma

de poténcias distintas de 2, a saber, a =1, X 2" +rp_1 X 2"V 4 X
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2! 419 x 29 com r; € {0,1}.

Exemplo 5. Segundo o coroldrio anterior, o niimero (739)19 € escrito,
utilizando-se apenas poténcias de 2, como 1 x2° +0x28+1x27+1 x
2041 x294+0x 24 +0x234+0x22+1x2'+1x2° Ou, de forma mais
sucinta, (739)10 = (1011100011)5.

O exemplo a seguir é bastante esclarecedor para a compreensao do
Algoritmo 3}

Exemplo 6. Os cartoes da Figura abaixo podem ser utilizados para
representar qualquer niimero natural entre 1 e 63 como a soma de poténcias
de dois. Note ainda que a obtengdo do niimero 39, por exemplo, é feita
escolhendo os cartoes que comecam com 1 = 202 =21 4=22¢32=23,
respectivamente, ou seja, 39 =1x2° +0x2* +0x 23 +1x22+1x 2! +
1 x 29 ou, se preferirmos, (39)19 = (100111),. Esses cartdes sdo também

o0s unicos nos quais figura o niimero 39.

Perceba, porém, que o que fizemos no Exemplo [6] ¢ exatamente o
que Hamming faz no Algoritmo [3] De fato, no Algoritmo [2] (para co-
dificar um simbolo) Hamming escolhe somar os digitos nas posicoes
1,3,5,7,9,11,13,15... na obten¢do de v{; somar os digitos nas posi¢cdes
2,3,6,7,10,11,14,15... na obtencdo de v,; somar os digitos nas posi¢cdes
4,5,6,7,12,13,14,15... na obtencdo de v4; e assim por diante. Esses nu-
meros que aparecem aqui sao exatamente os que figuram nos 1°, 2° e 3°
cartdes da Figura|4.3| respectivamente. Desta forma, ao obter vi,vy, vy, ...
por esse algoritmo, Hamming “prepara o caminho” para a utilizacdo do
Algoritmo 3]

Com efeito, de acordo com o Algoritmo [3] se o valor obtido na primeira
verificagdo coincidir com o valor de v, escrevemos um 0, caso contrario,
escrevemos um 1. Semelhantemente, procedemos para v,v4,... até per-
corrermos todas as posi¢des de verificacdo do simbolo. Desta forma, ao
obtermos a sequéncia de k 0's e 1’s ao final do célculo envolvendo todas
as posicoes de verificacdo, ela, de fato, representard um nimero escrito na

base 2, pois escrever um 0 ou um 1 em cada etapa implica em escolher
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Figura 4.3: Cartdes para obter um nimero natural entre 1 e 63

Fonte:https://www.ticsnamatematica.com/2014/1 1/entenda-como-
construir-cartoes-jogo-adivinhe-idade.html

ou ndo um dos cartdes da Figura[4.3] e tal escolha significa, tdo somente,
escrever um nimero natural como a soma de poténcias de dois.

Para encerrar esta subse¢do, vamos mostrar como os valores de n,m e
k presentes na Tabela @ foram obtidos. Para isso, considere a seguinte

proposi¢ao que relaciona o nimero de verificagdo com os valores de n,m e
k:

Proposicao 1. Sejam C € A", um codigo corretor de erros, e n,m e k

naturais, tais que m é o niimero de posicoes de informacdo, k é o niimero de

posicoes de verificacdo dos simbolos do codigo e n = m+k, vale a seguinte
2’1

- . m
relagdo entre n e m: =4 > 2" .

Demonstragdo. De fato, note que o nimero de verificagdo deve descrever
m+ k+ 1 possibilidades diferentes, a saber, n = m + k posi¢des que dizem
respeito a um erro em qualquer posi¢do no simbolo, mais uma possibilidade

no caso da ndo existéncia de erro. Isso implica na necessidade de ser
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2% > m+k+1, uma vez que 2* é o nimero de sequéncias com k posicoes
contendo apenas 0's e 1’s. Utilizando o fato de que n = m + k, obtemos
2" >n4+1= 227:'1 >n+1= % > 2™ o que prova o resultado. O

Com essa proposi¢ao, concluimos que atribuindo valores para n, ou seja,
escolhendo a quantidade de posi¢des que os simbolos de C possuirdo, a
inequacdo acima nos fornece o maior valor possivel para m, ou seja, a maior
quantidade de posi¢des de informagao que os simbolos de C possuirdo. Por
outro lado, feita a escolha de m, a mesma inequacao nos fornece o menor
valor para n, ou seja, os simbolos com menor tamanho para o cédigo C
contendo uma certa quantidade de informacao. Dessa forma, a inequagao
acima nos permite escrever o cddigo que carregue a maior quantidade de
informacdo possivel com a maior economia possivel.

Note que, se no lugar de considerarmos a inequacdo 28 > m+k+ 1,
como fizemos anteriormente, nés considerarmos apenas a igualdade 2% =
m+k—+1, ou seja, se o nimero de verificacao nos der exatamente m +k + 1
posicdes diferentes, e sabendo que n = m +k, segue que m = 2K —k — 1
e n=2%— 1. Logo, ao representarmos um cédigo de Hamming na forma
C(n,m), o mesmo ser4 descrito por C(2% —1,2F —k — 1) e é justamente para
essa familia de c6digos que daremos uma abordagem matricial na préxima
subsecao. Codigos que satisfazem essa condicao sao ditos perfeitos. Para
demonstracdes de que o cédigo de Hamming é perfeito, ver Hefez (2008, p.
100) e Shine (2009, p. 301).

4.2.5 O codigo C(7,4) e a familia de codigos
C(2k—1,2k—k—1)

Agora que estudamos o c6digo de Hamming em sua formulacao origi-
nal, daremos mais um passo em nosso estudo apresentando uma formulagao
mais recente do mesmo, utilizando ferramentas advindas da Teoria das Ma-
trizes. Isso nos permitiu construir uma sequéncia didética, na qual alguns
conceitos estudados no Ensino Médio, como por exemplo, a multiplica-

cdo de matrizes e a transposta de uma matriz, foram abordados. Para os
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interessados na sequéncia didética, ver Lira (2018a) e Lira (2018b).

Isso posto, seguiremos de perto as ideias desenvolvidas em Rousseau e
Aubin (2015), fazendo as devidas modificacdes e alteragOes para tornar o
texto mais acessivel, pensando em sua aplicacdo na Educacdo Bésica. Dessa
forma, trazemos uma teoria geral para os cédigos C(2F — 1,28 —k — 1),
paralelamente a uma visdo particular sobre o cédigo C(7,4), onde os digitos
de informacdo sdo m = 4 e os de verificacdo sdo k = 3. Esse codigo
codifica todas as sequéncias bindrias contendo 4 elementos, ou seja, 16 = 24
simbolos, que vao de 0000 até 1111. Nosso objetivo aqui € mostrar como
funcionam a codificacao, a decodificacdo e a corre¢ao de um unico erro
desses simbolos de uma forma diferente, porém equivalente a apresentada
por Hamming (1950). A diferencga aqui € que, em vez de colocarmos os
digitos de verifica¢ao nas poténcias de 2, nds os colocaremos em posicdes
diferentes dessas, a saber, nas dltimas posi¢des do simbolo, porém com a
mesma verificacdo de paridade utilizada na subse¢do 2.4.

Para deixarmos nossa exposi¢do alinhada com a encontrada nos traba-
lhos atuais, consideraremos com mais detalhes o papel do conjunto Z; na
construcao desses cédigos. Para isso, vamos construi-lo a partir da ideia de

congruéncia médulo 2. Considere a seguinte defini¢do:

Definicao 6. Sejam a,b e m inteiros com m > 1. Dizemos que a e b sdo
congruentes médulo m e denotamos a = b (mod m), quando a e b deixam

o mesmo resto na divisdo euclidiana por m.

Neste trabalho, estamos interessados apenas no caso em que m = 2.
Como o resto na divisdo euclidiana de um niimero por 2 sé pode ser ou 0
ou 1, podemos classificar todos os nimeros inteiros em dois grupos (ou
conjuntos): os nimeros que deixam resto 0, que estdo reunidos no conjunto
denotado por 0 = {a € Z; a =0 (mod 2)} e os nimeros que deixam resto
1, que estdo reunidos no conjunto denotado por 1 = {a € Z; a = 1 (mod
2)}. Note que 0= {---,—4,-2,0,2,4,---y el ={--- —=3,—1,1,3,--- }.
Usualmente o conjunto Z, é representado como Z; = {0,1}, porém, por
simplicidade, denotd-lo-emos por Z; = {0, 1}, tendo sempre em mente que

a soma de dois elementos de 1 resulta em um elemento de 0, pois a soma
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de dois nimeros que deixam resto 1 na divisao por 2 (impares) resultard
em um numero que deixa resto 0 na divisao por 2 (par). Assim, podemos
concluir que em Z, vale arelagdo 1 +1 =0.

Isso posto, consideremos o simbolo x = 0101 e vejamos como o
codificar e o decodificar, além de corrigir um Unico erro em uma de
suas posicoes. Descrevendo os digitos dos simbolos codificados da es-
querda pra direita, os quatro primeiros serdo os digitos de informacao,
dy,dr,d3 e dy, e os trés ultimos, os de verificacdo, vs,vg € v7. O cél-
culo dos digitos de verificacdo, e consequentemente sua codificacdo, é
realizado através das igualdades: vs = d| +dy +ds,ve =dy +d3+dy
e v7 = dp + d3 + d4, cuja disposi¢do explicaremos mais adiante. Dessa
forma, o simbolo codificado tem a representacdo d;dyd3dsvsvev7, na qual
Vs, Vg € V7 S0 como postos acima. Assim, para o simbolo x = 0101, te-
mosd; =0,d) =1,d3=0,dy =1,vs =d| +dy+ds,ve =di+d3+ds e
v7 = dy +d3 +dy. Logo, ao codificd-lo, obtemos o simbolo x’ = 0101010.

Note que, na codificagdo dada pelo Algoritmo 2] o simbolo codificado
tem a representacao vivodivadsdgd;, onde vy € escolhido de forma que a
soma vy +d3 + ds + d7 seja par; v,, de forma que a soma vy +d3 +dg + dy
seja par; € v4, de forma que a soma v4 + ds + dg + d7 seja par, o que € o

mesmo que:

vi = dy+ds+dy
vy = diy+deg+dy 4.1)
va = ds+dg+d.

Dai segue que a codificacdo, agora escrita como didyd3dyvsvevy, €
equivalente a codificacdo da subsecdo 2.4, escrita como v vod3vadsdegds, na
qual a relacdo entre as duas codificacdes, quanto aos digitos de verificagao,
€ dada pela Tabela Note também que, nessa forma de codificacao, a
relacdo com a codificagdo da subsegdo 2.4 € a seguinte: vs faz o papel de
v1; ve faz o papel de v;; v7 faz o papel de v4; € dy,d>,ds e dy fazem o papel
de ds,ds,dg e d7, respectivamente. Dessa forma, para codificar um simbolo

do cédigo C(7,4), utilizamos o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 4. Para codificar um simbolo d\d,d3dsvsvev do cédigo C(7,4),
utilize o Algoritmo 2| com a equivaléncia da Tabela

Tabela 4.5: Equivaléncia entre os digitos vs,vg € v7 € vi,va € V4

Codificagdo na subsec¢do 2.4 \ vi va di3 v4 ds dg dy
Codificagdo equivalente ‘vs ve di v dy di dy

Fonte: Elaborada pelo autor

Vale destacar aqui que uma forma pratica para codificar qualquer
simbolo do cédigo C(7,4) é através da soma das colunas da Tabela
abaixo. Assim, se, por exemplo, considerarmos o simbolo y = 0111, temos
di=0,d, =1,d3 =1eds=1,de modo que, ao substituirmos esses valores
na Tabela@] € somarmos suas respectivas colunas, obteremos o simbolo
codificado y = 0111001.

Tabela 4.6: Esquema para a codifica¢do de um simbolo de C(7,4)

d1 d2 d3 d4 Vs Ve V7
1-dy |0-dy |0-d; |0-dy | 1-dy | 1-dy|0-d;
0-dr | 1:dy |0:-dr |0:-dy | 1-dr |0-dy | 1-d>
0-d3 |0-d3 | 1-d3 |0-d3 |0-dz|1-d3|1-ds
0-dy |0-dg [O-dyg | 1-dy | 1-dy|1-dy]|1-dy

Fonte: Elaborada pelo autor

Agora que ja sabemos codificar um simbolo de C(7,4), a pergunta que
surge €: Como decodificar e corrigir um erro de um simbolo desse c6digo?
Para responder a essa pergunta, precisamos detectar se existe um erro, sua
posicdo e corrigi-lo, trocando O por 1 ou vice-versa. Isso € feito de acordo

com o seguinte algoritmo, apresentado em Rousseau e Aubin (2015):

Algoritmo 5. Para detectar um possivel erro, calculamos os digitos de
verificacdo do simbolo recebido, os quais denotaremos por ws,wg e w7,
e depois os comparamos com os respectivos valores, nas posicoes de ve-
rificagcdo, do simbolo recebido. Uma das possibilidades a seguir pode

ocorrer:
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1. vs =ws,vg = wg € V7 = w7, nesse caso, o simbolo foi enviado sem

erro;

2. vs #£ Ws e Vg £ Wg, nesse caso, o erro estd na primeira posicdo;
3. v5 # ws e v7 # wy, nesse caso, o erro estd na segunda posicdo;
4. vg # wg e v7 # wq, nesse caso, o erro estd na terceira posi¢ao;

5. vs # ws, Vg £ W € V7 # W7, nesse caso, o erro estd na quarta

posicdo;
6. vs # ws, nesse caso, o erro estd na quinta posicao;
7. Ve # We, nesse caso, o erro estd na sexta posicao;

8. vy £ w7, nesse caso, o erro estd na sétima posi¢do.

Antes de mostrarmos esse algoritmo em acdo, entendemos que cabe

aqui uma breve explicagao, caso a caso, do porqué do seu funcionamento.

1. No caso 1, ndo temos muito o que explicar, pois todos as verificacdes

de paridade coincidem, logo, o simbolo enviado foi recebido sem
erro.

No caso 2, ao notarmos que vs # ws € Vg # Wwg, concluimos que
V7 = wy e, como v7 = dy 4+ d3 + dy, 0 erro nao pode estar em d», d3 ou
ds, logo, s6 pode estar em dy, pois € a discrepancia de valores nesse
digito que faz com que vs # ws € v # wg.

. No caso 3, ao notarmos que vs # ws € v7 # wy, concluimos que

Ve = Wg €, como vg = d| +d3 +d4, 0 erro ndo pode estar em dy,d3 ou
dy, logo, s6 pode estar em d», pois € a discrepancia de valores nesse
digito que faz com que vs # ws € vy # wy.

No caso 4, ao notarmos que vg # wg € v7 # w7, concluimos que
Vs = w5 €, uma vez que vs = d| +dy +d4, 0 erro ndo pode estar em
dy,d> ou dy, logo s6 pode estar em d3, pois € a discrepancia de valores

nesse digito que faz com que vg # wg € V7 # wr.
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. , .V v w7, i

5. No caso 5, ao notarmos que vs # ws, Vg 7 Wg € V7 7, concluimos
que o erro s6 pode estar em um digito que € comum a vs,vg € V7, O
qual, como pode ser visto facilmente, € d4, pois € a discrepancia de

valores nesse digito que faz com que vs # ws, v # wg € V7 # wr.

6. Nos casos 6, 7 e 8, a0 notarmos que vs # ws, Vg 7 Wg € V7 £ W7, Tes-
pectivamente, tendo em vista as observacgdes anteriores, s6 podemos

concluir que o erro ocorreu na posicao vs,ve ou v7, respectivamente.

Vejamos em um exemplo como esse procedimento funciona na corre¢ao

de um unico erro de um simbolo.

Exemplo 7. Suponha que o simbolo x' = 0101010 tenha sido transmitido
com um erro na quinta posi¢do, ou seja, o simbolo recebido foi x" =
0101110.

Aplicando o Algoritmo |5\ ao simbolo recebido, temos que ws = dy +dp +
dp=04+14+1=0,wg=d|+d3+ds =0+0+1=1lewy=dr+d3+ds=
14+041=0. Comparando com vs = 1,v¢g = 1 e v = 0 fica fdcil ver que
Vs # ws, logo, 0 erro estd na quinta posi¢do, como jd era de se esperar. Para
corrigir o erro, basta modificar o simbolo da quinta posicdo, trocando o 1

por 0 e, para decodificar o simbolo, basta tomar as 4 primeiras posigoes.

Com os Algoritmos [ e[5] podemos codificar, decodificar e corrigir um
tinico erro de qualquer um dos 16 simbolos do c6digo C(7,4). Entretanto,
existe uma maneira mais pratica de se codificar, decodificar e corrigir um
unico erro nesse cddigo, mais ainda, tal maneira é facilmente generalizada
para a familia de cédigos C(2K — 1,2k —k—1).

Considerando a Tabela[4.6|acima, observamos que os coeficientes de

dy,---,v7 presentes em suas entradas sdo os mesmos da matriz:

G3

|
o O O =
oS O = O
S = O O
- O O O
—_ O = =
—_— O =
=)
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a qual é chamada de matriz geradora do cédigo C(7,4), visto que qual-
quer simbolo X desse codigo € codificado no simbolo X’ através da sua
multiplica¢do com a matriz geradora, ou seja, X' = XG3. O indice 3 de-
signa o ndmero de digitos de verificacdo do cédigo que, como ja vimos
anteriormente, nesse caso sao 3.

Exemplo 8. Para codificar o simbolo x = 0101 novamente, basta realizar

a multiplicacdo em Z; das matrizes

x=(0101)

e
1000110
01 00101
Gz =
001 0011
000 1T1T1'1

obtendo a matriz:
XG3=X’=<O 10101 0)

a qual representa o simbolo codificado x' = 0101010. Note que obtemos o

mesmo simbolo codificado anteriormente.

Para o caso geral da matriz geradora de um cédigo C(2K — 1,28 —k—1),

nods temos a seguinte definicao:

Definicao 7. A matriz geradora, denotada Gy, é uma matriz de dimensao
(2K —k — 1) x (25 — 1) com coeficientes em 7o, tal que todos os elementos
codificados do codigo C sejam obtidos através da sua multiplicagdo pela

matriz geradora.

Outra matriz que possui destaque no c6digo de Hamming € a chamada
matriz de controle ou matriz de paridade Hy. Para o c6digo C(7,4), temos

que:
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Hz =

[ S —
—_— O =
—_ - O
—_ = =
S O =
S = O
- O O

e para o caso geral, temos que a matriz de paridade de um cédigo C (2% —
1,25 —k — 1) é definida como segue{’]

Definicao 8. A matriz de paridade, denotada por Hy, é uma matriz de
dimensao k X (2k — 1) com coeficientes em 7y, tal que Gy H|, = 0, na qual

H, denota a matriz transposta de Hy e 0, a matriz nula.

Note que as matrizes G3 e Hz do c6digo C(7,4) podem ser escritas como
Gs =[I4 Al e H3 = [B L], em que A e B sdo matrizes satisfazendo A’ = B,
e I; e 14 denotam as matrizes identidade de dimensdo 3 e 4, respectivamente.
Além disso, quando as matrizes Gz e H3 estdo escritas nessa forma, dizemos
que as mesmas estdo em sua forma padrdo. A generalizacdo desse fato
€ o conteido do préximo teorema, o qual nos permitird obter G; em sua
forma padrao, sempre que definirmos H; também em sua forma padrao e
vice versa. A demonstracdo desse teorema ndo serd inserida aqui, pois se
utiliza de conceitos que fogem do escopo deste trabalho, porém ela pode
ser encontrada em Meneghesso (2012, p. 19-20).

Teorema 2. Sejam Gy = [Ix_,_; A] e H, = [B Iy]. Hy serd a matriz de
verificagdo de paridade associada a matriz geradora Gy, se, e somente se,
A! = B. Além disso, o cédigo bindrio correspondente C(2K —1,2F —k —1)
serd corretor de um uinico erro se, e somente se, as colunas de Hy forem

ndo nulas e distintas.

Em vista do Teorema[2] uma pergunta que pode surgir é: As matrizes Gy

e Hy, sio as tinicas que definem um cédigo da forma C(2F — 1,2 —k—1)? A

%0 leitor com conhecimentos de Algebra Linear deve ter percebido que as linhas da
matriz geradora formam uma base para um espago vetorial que € isomorfo a Z%k_k_l.
Mais ainda, nota-se também que as colunas da transposta da matriz de paridade formam
uma base para o complemento ortogonal do espago vetorial gerado pelas linhas da matriz
geradora.
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resposta para essa pergunta €é negativa, além disso, a seguinte defini¢cao nos
d4 as condicoes para a criagdo de outras matrizes geradoras e de paridade,

chamadas de matrizes equivalentes.

Definicdo 9. Duas matrizes Gy e G, geram 0 mesmo cédigo C, ou seja, sdo
equivalentes, se uma pode ser obtida da outra através de uma sequéncia

finita de operacoes do tipo:
L1 Permutagdo de duas linhas;
L2 Adicdo de uma linha a outra;

C1 Permutagdo de duas colunas.

Exemplo 9. E ficil ver que a matriz geradora do cédigo de Hamming

definido na subsegao 2.4, através do Algoritmo 2] é igual a:

1 110000

1 001100
Gz =

0101010

1 101001

A qual, por sua vez é equivalente a matriz geradora do cédigo de Hamming

que definimos nesta se¢do a partir da Tabela H.6]

1000110
0100101
G3=
00100711
0001111

Pois podemos obter uma da outra através de aplicacoes sucessivas das

operacoes acima definidas. Faga Isso!

Para o caso geral, temos a seguinte proposi¢do, cuja demonstracao
segue da simples aplicagdo das operagdes (L1),(L2) e (C1). Para uma

demonstracdo dessa proposicdo para o caso em que os coeficientes das
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matrizes sdo elementos de um corpo K qualquer, ver Hefez (2008, p. 92-
93).

Proposicao 2. Dado um codigo C com matriz geradora Gy, existe um

cddigo equivalente C' com matriz geradora G, na forma padrao.

Isto posto, temos definida uma matriz geradora Gi. A codificagdo de
um simbolo u qualquer do cédigo C(2% — 1,25 —k — 1) se d4 simplesmente
pela multiplicacio de u por Gy, obtendo-se o simbolo codificado v = uGy,
ou seja, a codificacdo € simplesmente uma multiplicacdo de matrizes com
coeficientes em Z,. Para a decodificacdo e corre¢do ha dois casos: 1) o
simbolo foi transmitido sem erro; e ii) o simbolo foi transmitido com um
Unico erro.

Para o primeiro caso, se o simbolo codificado v foi transmitido sem
erro, entdo o mesmo ¢ anulado pela matriz de paridade. Com efeito, vH; =
(uGy)H; = u(GrH;) = u0 = 0, assim, sempre que o produto vH; for igual
a matriz nula, podemos concluir que o simbolo foi transmitido sem erro.

Para o segundo caso, sejam v um simbolo do c6digo C(2% —1,2F —k—1)
(sem erro) e v e Z%k_] o simbolo obtido pela adi¢do, em Z,, de 1 ao i-
ésimo digito de v. Logo, vl ¢ um simbolo codificado transmitido com
um erro no i-ésimo digito. Assim podemos escrever v =y 4 (0---0
\l/ dgito 0---0), a partir do que, temos:

i—simo

VOHE = vH + (0 - 0 1 0 - 0)H]
—~—
0
:(() ... 01 0 .- Q)H}é

Note que v(i)Hli ¢ a i-ésima linha de H;, logo, a i-ésima coluna de Hj.
Dessa forma, um erro ocorrido na i-ésima posi¢cdo da mensagem transmitida
equivale a i-ésima coluna de Hj. Para corrigir o erro, portanto, temos
que modificar o digito do simbolo recebido na posi¢ao que € equivalente

a i-ésima coluna da matriz de paridade. A seguir, ilustramos como esse
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procedimento funciona na corre¢do de um simbolo do cédigo C(7,4), o

qual é o cédigo para k = 3 no cédigo C(28 — 1,2k —k—1):

Exemplo 10. Consideremos novamente o simbolo x = 0101, que como pode
ser visto no Exemplo|8| ao ser codificado, se torna X' = 0101010. Assim,
como fizemos no Exemplo ]} introduziremos um erro na quinta posigdo,
obtendo X" = 0101110. Para corrigir esse erro, multiplicaremos o simbolo

x" pela transposta da matriz de paridade para este cédigo H:, obtendo:

X”H§:<o 10111 0)

~(100),

S O == O = =
O = O = = O =
—_— O O = m=m = O

a quinta linha de Hé e, consequentemente, a quinta coluna de Hs, logo, o

erro se encontra na quinta posicdo do simbolo x”, como jd esperdvamos.

Antes de irmos para o préximo exemplo, note que no cédigo C(15,11),
os simbolos sdo escritos na forma dydyds - - - d11vi2v13Vi4Vis, € que,

estendendo o Algoritmo [ para esse caso, podemos definir:

vip = di+dy+ds+ds+dr+do+di
viz. = di+d3+dys+de+d7+dio+dn
vig = dy+dy+ds+dg+dy+dio+din 4.2)
vis = ds+de+d7+ds+dy+dio+di

Essa maneira de definir vi,v3,v14 € vi5 € equivalente a definicdo de
vi,Vv2,v4 € vg dada pelo Algoritmo[2] na subsecdo 2.4, e a relagdo entre os
digitos 14 e aqui pode ser vista na Tabela abaixo. Desta forma, para
construir a matriz geradora G4 = [I; A], basta tomar A = [v]pv3vi4V;s], na

qual cada uma das quatro colunas de A € formada pelos coeficientes dos
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digitos dj,i = 1---11, que definem vy,Vv(3,Vi4 € Vi5.

Tabela 4.7: Equivaléncia entre os digitos vi2,Vv(3,V14 € Vi5 € V{,V2,V4 € Vg

SubsegéoZA‘vl V2 d3 V4 d5 d6 d7 143 d9 d10 d11 d12 d13 d14 d15
Aqui vig vi3 di vig dy d3 dy vis ds dg d7 dg dy dyo diy

Fonte: Elaborada pelo autor

Com esse exemplo, encerramos as consideragdes sobre o Cddigo de
Hamming e concluimos esta secdo. Para mais exemplos e outras considera-
¢oOes sobre esse codigo, como, por exemplo, sua interpretacdo geométrica,
ver Lira (2018a).

4.3 Consideracoes finais

O c6digo de Hamming definitivamente representou um marco para a
Teoria dos Cédigos Corretores de Erros. Os desenvolvimentos que se segui-
ram, em certa medida, s6 foram possiveis gracas ao trabalho desse pioneiro.
Sendo assim, a abordagem de seu c6digo na Educacio Bésica é mais do
que merecida, bem como representa uma excelente forma de introduzir
0 assunto para as novas geragdes de futuros engenheiros, matematicos e

pesquisadores das mais diversas dreas da ciéncia.

Na dissertacao que gerou este trabalho, Lira (2018a), nés desenvolvemos
uma sequéncia diddtica para o ensino do c6digo de Hamming em suas duas
formulagdes, tal como foram apresentadas anteriormente. Devido a natureza
deste trabalho, optamos por ndo a apresentar aqui, porém deixarmos a
sugestdo de leitura, e, porque nao, de aplicacdo da mesma nas escolas, para

o leitor disposto a tal.
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O estudo de polinomios com
relatos de historia da matematica

Ma. Francisca Alves de Souzeﬂ
Dra. Barbara Costa da Silsz]

Resumo: Os polindmios sdo de suma relevincia para a matematica e, quando
associados a funcdes, modelam vdrios fendmenos do nosso dia a dia. Esse assunto
¢é abordado, pela primeira vez, no 8° ano do ensino fundamental, porém os alunos
chegam ao ensino médio e superior com vdrias dificuldades na aprendizagem
desse assunto, principalmente no que tange produtos notaveis. Essas dificuldades
ocorrem por inimeros motivos, sendo um dos principais a aversao que os alunos
tém pelas aulas de matemadtica. Por essa razdo, este capitulo tem como objetivo
tornar o contetdo atrativo devido ao design da abordagem utilizada na digitacio e
da sua juncdo com a histéria da matemadtica, tornando-a uma ferramenta de auxilio
do processo de ensino-aprendizagem, assim como revela uma matematica mais
dindmica ja que mostra o desenvolvimento dessa ci€ncia no decorrer do tempo.
Palavras-chave:  Polindmios; Historia da Matematica; Ensino-

Aprendizagem.
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5.1 Origem da algebra

Era uma vez...

Vou contar-lhe uma pequena histdria. Voce esta preparado para ouvir?
Sente-se e vamos dar um passeio em um mundo cheio de aventuras e feitos.
Sabe que mundo é esse? Ndo? Pense bem. E o nosso. Entio comecemos.

Fonte: Imagem de OpenClipart-Vectors por Pixabay

A civilizacdo egipcia desenvolveu-se ao longo de uns quatro mil anos e
deixou-nos marcas maravilhosas. As mais conhecidas sdo, claro, as pirami-
des de Gisé e a Esfinge. Vamos abordar um pouco a heranca matemadtica
desses ilustres antepassados. A nossa fonte principal é um papiro contendo
problemas de matematica, escrito por volta de 1650 a.C. Esse documento
contém 85 enunciados copiados em escrita hierdtica (escrita hieroglifica
simplificada usada para escrever textos com um pincel em tiras de papiro),
cujo autor foi Ahmes. Ele ficou conhecido pelo nome do historiador escocés
que o comprou no século XIX, Alexander Henry Rhind.

O papiro de Rhind € uma fonte primdria rica sobre a matemética egipcia
antiga. Ele descreve os métodos de multiplicacdo e divisdo, o uso que se
fazia das fragdes unitarias, emprega a regra da falsa posicdo, apresenta uma
solucdo para o problema da determinacdo da drea de um circulo e muitas

outras aplicagdes da matemdtica a situacoes préticasﬂ

4Texto com base no livro: 10 livros, 10 regides, 10 jogos para aprender e divertir-se
(SANTOS et al, 2008).
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Vejamos um exemplo:

z

Problema 24: O valor de “aha” se “aha” e um sétimo de “aha” é 19.

Para solucionar o problema, os egipcios utilizavam uma técnica deno-
minada METODO FALSA POSICAO. Esse método consistia em escolher um
valor arbitrario para “aha” e, a partir desse valor, eles faziam os calculos
e comparavam com o resultado, mas provavelmente ndo era o resultado
esperado. Por isso, eles utilizavam um fator de correcdo para obter o valor
correto de “aha”, ou seja, o valor que satisfaz a expressdo. Seguindo o

método egipcio, vamos resolver o problema e encontrar o valor de “aha”.

Solugdo:
Seja “aha”= 7. Logo, um sétimo de “aha” € 1 e consequentemente “aha”
e um sétimo de “aha” é 741 =8 # 19.
Entao, o fator de corre¢do € um nimero que multiplicado por 8 € igual
a 19, ou seja, 3
) 133

Portanto, o valor de “aha” é 3 -7 = 3

Esse problema transcrito para a linguagem matematica moderna seria:

Problema 24: Determine o valor que somado a sua sétima parte € igual a
19.

Solugdo:
Seja x o valor procurado, ou seja, o “aha” citado anteriormente.
Escrevendo o enunciado na linguagem matematica atual, temos: x +
1
—x=19.
7
Logo,

1 1
x+§x:19 s - (x—k?x) =719 7x+1x (5.1)

=133 (5.2)

1
@8x:133@x:2
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Observemos que o problema se resume em encontrar a raiz de uma

equagdo algébrica x + 7x = 19, ou seja, o valor x para que o polindmio

P(x) =x+ l)c tenha como valor numérico 19 (P(x) = 19).

O papiro de Ahmes ou Rhind, como é mais conhecido, € o documento
que marca a origem da dlgebra, em especial o surgimento dos polindmios
na nossa histoéria, ja que os polindmios fazem parte da dlgebra.

Agora, que tal aprendermos um pouco mais de dlgebra, ou melhor, da
algebra dos polindmios? Mas o que é um polindmio? Essa resposta teremos

em breve.

5.2 O calculo algébrico

Mais uma histéria? Sim! Que 6timo. Continuemos.

Fonte: Imagem de Gerd Altmann por Pixabay

Simon Stevis (1548-1620) nasceu em Bruges, foi comerciante em An-

tuérpia, viajou pela Dinamarca e para fora da Europa, e, aos 35 anos,
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ingressou na Universidade de Leyden, onde estudou matemaética, grego e

engenharia.

Apesar de ter entrado com idade fora do padrdo (por motivos familiares),
continuou como professor durante alguns anos, tornando-se amigo de um
aluno aplicado, o principe Mauricio de Nassau. Mais tarde, este o tornou
diretor do departamento do exército holand€s, responsavel pela constru¢io
de armamentos e de navios. Stevis foi um engenheiro genial e, como tal,
supervisionou a construcdo de estradas, de vias navegaveis e de outras obras
publicas, além de realizar incursdes na optica, na qual deixou algumas obras,
e na hidrostética, com experiéncias que comprovaram que a pressao exercida
no fundo de um recipiente por um liquido, depende, principalmente, da sua
altura (ANDRADE, 2015).

Suas principais contribui¢cdes foram na estatica e na matematica. Na
matematica, Simon foi o primeiro a estudar, de forma metddica e minuciosa,
o sistema de fragdes decimais e suas aplicagdes, 0s nimeros inteiros e os
nimeros irracionais, estudo esse que facilitou 0 CALCULO ALGEBRICO,
cuja definicdo, de expressdo algébrica, segundo (SERRASQUEIRO, 1906)E]
é: areunido dos processos empregados para efetuar as operacdes algébricas,
ou seja, os processos usados para transformar uma expressao algébrica em
outra equivalente. Stevis fez um estudo unificado das equacdes quadraticas
e apresentou métodos para obtencao de solugdes aproximadas de equagdes
algébricas de qualquer grau, em outras palavras, ele estudou equacdes
polinomiais de grau n (ANDRADE, 2015). Agora, vamos estudar essas

expressoes algébricas? Otimo, eu sabia que vocé ia querer continuar.

5.2.1 Expressao algébrica

Defini¢ao: E toda expressao que tem apenas letras, ou apenas nimeros, ou

nameros € letras.

STratado de Algebra Elementar: Livro Primeiro, Capitulo I, Nog¢des preliminares §2°
Expressoes algébricas, 1906. pg 11
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Exemplos: (1) mn (2)3m+2n 3)

5.2.2 Classificacao das expressoes algébricas

As expressOes algébricas podem ser classificadas da seguinte
forma:irracional, racional, racional inteira e racional fracionaria.

Vejamos abaixo cada uma delas.
Expressdo Algébrica Irracional: E toda expressio algébrica que apresenta
letras no radicando.

Exemplos: (1) v/x+y (2) 2\/__2

Expressdo Algébrica Racional: E toda expressio algébrica que ndo apre-
senta letras no radicando.

2
Exemplos: (1) \/_Z a (2) 2% —5x+ 1
Expressdo Algébrica Racional Inteira: E toda expressio algébrica racional
que nao apresenta letras no denominador.

342
Exemplos: (1) % (2) 222 —5x+ 1

Expressao Algébrica Racional Fraciondria: E toda expressdo algébrica

racional que apresenta letras no denominador.

2 2
Exemplos: (1) Y~ ¢ er a (2) =
x—y

5.2.3 Valor numérico de uma expressao algébrica

Vamos entender o que significa o valor numérico de uma expressao

algébrica por intermédio de um exemplo.
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Exemplo: Em uma gréfica, cada xerox custa $ 0,20. Que expressio

algébrica relaciona o valor a ser pago e a quantidade de copias? Se Jodo

xerocar 30 paginas, quanto ele deve pagar?

Solugdo:

Cada copia custa $ 0,20 e o valor a ser pago depende da quantidade de

copias. Entdo, podemos pensar da seguinte forma:

Numero da linha | Quantidade de cépias | Valor a ser pago
(1% linha) 1 1-0,20=0,20
(2° linha) 2 2-0,20=0,40
(3* linha) 3 3.0,20=0,60
(4* linha) X x-0,20=0,20x

Observe que na 4* linha foi colocado a letra x para indicar a quantidade
de copias, pois essa quantidade é varidvel. Ou seja, a letra ocupa o lugar de
um nimero.

Sejam x a quantidade de cépias e V(x) o valor a ser pago, entdo a
expressdo algébrica procurada é V (x) = 0,20x.

Como Jodo vai xerocar 30 pédginas, entdo o valor a ser pago € 30 -
($ 0,20) = $ 6,00. Veja que, para determinar o valor a ser pago, é s6
substituirmos o x na expressdo V(x) = 0,20x por 30. Logo, 6 é o valor
numérico da expressao algébrica encontrada.

Em outras palavras, para encontrar o valor numérico de uma expressao

algébrica basta substituir as varidveis por nimeros.

Definicdo: Dado o nimero a e a expressdo P(x) = a, - X" +a,_1 - X" +
...4ay-x* +ay -x+ap, chamamos de valor numérico de P(x) em a o valor
obtido quando substituimos o x por a na expressdo P(x), ou seja, P(a).

(o ~ 3x? — 5x
Exemplo: Calcule o valor numérico da expressio Q(x) = ———

x=4.

Solucdo:
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3x*—5
Substituindo x pelo seu valor, que é 4, na expressdo Q(x) = %,
X
obtemos:
3.42-5.4 3.16—20 48—-20 28
443 7 7 7
|

5.3 Monomios

Vocé gostou das histérias anteriores? Eu sabia que vocé ia gostar. Entdo,

que tal mais uma? Formidavel, entdo vamos a historia.

Fonte: Imagem de Clker-Free-Vector-Images por Pixabay

Nicolo Fontana nasceu em 1501 na cidade italiana de Bréscia. Em
1512, a Bréscia foi invadida pelas tropas francesas e o jovem Nicolo foi
gravemente ferido por golpes de espadas de um soldado. Por esse motivo,
ficou com uma profunda cicatriz na boca, o que lhe ocasionou um defeito na
fala. Por isso recebeu o apelido de Tartaglia, que quer dizer gago. Segundo
a histdria, ele foi deixado para morrer, mas sua mae o encontrou e, por
ndo ter remédios para tratar seus ferimentos, ela procedeu da mesma forma
que gatos e cachorros fazem para cuidar dos seus filhotes. Porém, foi esse

cuidado que salvou a vida do seu filho.
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Tartaglia ndo frequentou a escola devido a suas posses serem escassas,
por isso estudou sozinho em casa, nos livros que conseguia encontrar.
Sem dinheiro para comprar papel, tinta e pena, escrevia com carvao sobre
paredes. Alguns historiadores dizem que as ldpides também serviam
como cadernos. Dono de uma memdria extraordindria, Nicolo aprendeu
a ler e escrever por conta propria e rapidamente obteve conhecimento
de latim, grego e matemadtica, tornando-se professor de matematica em
Veneza, Verona, Bréscia e Vicenza. Tartaglia publicou diversas obras,
sendo a mais conhecida um tratado sobre aritmética, no qual ele abordou
operacdes numéricas e regras comerciais. Foi o primeiro a realizar cdlculos

de artilharia e participou de vérios debates.

Porém, o que o colocou no anais da matematica foi sua rivalidade
com Girolamo Cardano (1501 - 1576) sobre o método de resolucao das

equagdes cubicas. Vamos entende melhor essa historia.

Antonio Maria Del Fiore, tendo obtido o método de resolver equacdes
cubicas algebricamente de Del Ferro, desafiou Tartaglia para ver se ele
era capaz de encontrar solugdes para as tais equagdes, mas ele nio sabia
que Tartaglia ja havia descoberto a solu¢do geral de equagdes do tipo
x> + px*> = ¢q. A disputa ocorreu em 1535 e cada participante deveria
apresentar 30 questOes para o outro resolver. Tartaglia apresentou varias
questdes distintas colocando Fiore em uma situagdo desconfortdvel, pois o
mesmo ndo tinha conhecimento do que se gabava. J4 era de se espera o
resultado, ou seja, Fiore mostrou-se incapaz de solucionar os problemas

propostos.

Esse episddio despertou a curiosidade de Cardano, o qual ndo sabia
solucionar as equagdes polinomiais de grau 3, entdo ele entrou em contato
com Tartaglia e solicitou o método de resolugdo para publicar no livro
que ele estava escrevendo. Tartaglia se recusou, pois ele mesmo queria
publicar, entdo Cardano prometeu manter o método em segredo e em

seguida quebrou a promessa: mesmo dando os créditos a seu inventor.
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Tartaglia ficou muito chateado e escreveu um livro publicando sua

descoberta e, de certo modo, insultando Cardano. E]

Definicdo: Mondmios sdo expressdoes algébricas racionais inteiras
representadas por um dnico produto.
Exemplo (1):

5x3 y2 ——— 5 (Coeficiente)

| |

x3y? (Parte literal) ——— mondmio

Exemplo (2):

2 2
_ 7Clb3m _— — 7 (CoeﬁCiente)

l |

ab’3m (Parte literal) ——— mondmio

Exemplo (3):

V2 x —— /2 (Coeficiente)

| |

x (Parte literal) ———— mondmio

Observagdo: Quando o expoente da parte literal for igual a zero

®Dica: visite a pagina https:/pt.wikipedia.org/wiki/Tartaglia e leia mais sobre essa
histéria.
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denominamos mondmio constante

5.3.1 Grau de um monomio

Defini¢do: O grau (gr) de um mondmio cujo coeficiente ndo € nulo é
indicado pela soma dos expoentes da parte literal.

Exemplos: (1) O grau do mondmio 4x2y? é 4 (2) O grau do

mondmio —7 €0

5.3.2 Monomios semelhantes

Definicao: Sao aqueles que possuem a mesma parte literal ou ndo possuem

parte literal.

Exemplos: (1) 4xe —7x 2)8e -3 3) 7z2y e
9%y

5.3.3 Operac¢oes com monomios

Adigio e Subtragido: E obtida somando-se algebricamente os coeficientes e

conservando-se a parte literal dos mondmios semelhantes.

Exemplos: (1) 24x* + 12x> = 36x? (2) —10x+ 6x =
—4x

Multiplicacdo: E obtida multiplicando os coeficientes e depois as partes

literais.

Exemplo: (5a%h).(—3a) = —15a°b

Divisio: E obtida dividindo os coeficientes e depois as partes literais.

Exemplo: (12a*b%) + (2ab?®) = 6a’b
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Nem sempre € possivel efetuar a divisdo. Vejamos o exemplo seguinte:
306 30
= — = —a
Ta 7
A parte literal é a~ ', mas o expoente da varidvel a é negativo.

3003

Exemplo: (30a?h?) + (7a°) b’

Logo, ndo € um mondémio.

Potenciacdo: E obtida elevando o coeficiente e a parte literal & poténcia

indicada.

Exemplo: (—5ab?)3 = (=5)3.(a)3.(b?) = —125a°b°

Radiciagdo: E obtida extraindo a raiz n-ésima do coeficiente e dividindo o

expoente de cada varidvel por n.

Exemplos: (1) 1/25y% = \/ﬁy% = 5y (2) 3/32x10y5 = /32
10

X5 y% = 2x2y

Observe o indice do radical e os expoentes da parte literal em cada
exemplo e veja que os expoentes sdo multiplos do indice, por isso € possivel

efetuar a radiciagdo. Mas nem sempre isso € possivel. Vejamos:

Exemplo:

(1) /3y = \/gy% = /3y!7, veja que 1,5 ¢ N e, por esse motivo,
3y3 ndio € um mondmio.

5.4 Polinomios

Definicdo: E toda expressio algébrica racional inteira.
Monomio: expressdes algébricas racionais inteiras representadas por um
unico produto (polindmio que possui um Unico termo);
Binomio: polindmio formado pela soma de dois mondmios, ou seja, que

possui dois termos;
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Trinémio: polindmio formado pela soma de trés mondmios, ou seja, que
possui trés termos;
Polinémio nulo: polindmio formado por monémios nulos.

Os polindmios com mais de trés termos ndo recebem denominagao
particular (BIANCHINI, 2006).

Exemplos:

(1) =5 (4) 2x* — 3x

() x (5) x*> — 2xy +y?

3)a’ -3 (6) 552 — 3x+ 243 — 4

5.4.1 Grau de um polinomio

Definicdo: E igual ao grau do mondmio ndo nulo de maior grau que compoe

o polindmio.

Observacdo: Nao se define grau para o polindmio nulo

Exemplos:
Polindmio Grau do Poliné6mio
(1) P(x,y) = 2x%y — 527y’ + 4xy gr(P(x,y)) =5
(2) Q(a,b) = 5a°b +2a*b> — 4a’b* —2ab> | gr(Q(a,b)) =7
B)R(x) =5 gr(R(x)) =0

5.4.2 Polinomio com uma variavel

Defini¢do: Um polindmio na varidvel real x € uma expressdo dada por:
P(x)=ay-x"+a,— K +...-|—a2-x2_|_a1 x+ag
em que:

* ap,a,_1,...,a2,a1,ap € R e sdo chamados de coeficientes do polind-

mio;
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* ag é coeficiente independente ou termo independente;
*nelN;
* o grau do polindmio é o nimero n, onde a, # 0.

Exemplos:

(1) P(x) = 5x> —4x+2 é um polindmio completo de grau 2.
(2) P(x) =x* —2x?>+x+1é um polindmio completo de grau 3.

(3) P(x) = x*> — 4 é um polindmio incompleto de grau 2.

Reescrevendo, temos P(x) = x> + 0x — 4, por esse motivo, dizemos

que € incompleto.

(4) P(x) = 2x* —3x% +2 é um polindmio incompleto de grau 4.

Reescrevendo, temos P(x) = 2x* + 0x> — 3x% + 0x + 2.

(5) P(x) = 2x+3x?44x~! ndo é um polindmio, pois o expoente de x é

negativo.

(6) P(x) = 3x*> —5,/x+2 ndo é um polindmio, pois o expoente de x &

fracionario.

5.5 Operacoes com polindOmios

Vamos entender como efetuar as operagdes com polindmios por meio

de exemplos.

5.5.1 Adicao e subtracao

Exemplos:
(1) (4x* —7x+2) + (3x*> +2x+3) = ?
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Solucao:

(4> —Tx+2) +(3x* +2x+3) = 4?+3x> —Tx+2x4+2+3
(443)x> + (=7+2)x+(2+3)
= Tx*—5x+5

(2) (43 —=Tx+2) — (3x* +2x+3) =2

Solucdo:

(43 —Tx+2) — (0 +3x2 +2x4+3) = 4 —Tx+2-0x> —3x> —2x—3
= 40 —0x° - 3% —Tx—2x+2-3
= (4-0)x° =3x 4+ (=7—-2)x+(2-3)

= 43 —3x*—9x—1

Com base nos exemplos acima, vemos que, para efetuarmos a soma ou
subtracdo de polindmios, devemos associd-los aos mondmios semelhantes.

Ou seja:

Defini¢do: Dados dois polindmios P(x) = a,x" + a,_ 12"~ + ...+ ayx* +
arx+ag e Q(x) = bpx +b,_1xX" 1 4 ... 4+ byx? + b1x + by, denominamos
soma e diferenga de P com Q os polindmios: P(x) + Q(x) = (an + by)x" +
(an_1 +bp )"V .. 4 (ay +by)x* + (ay +by)x+ (ag + by) e P(x) —
Q(x) = (an —bp)x" 4+ (an_1 — by )X" 1+ ...+ (a3 — by)x*> + (a; — by )x +
(agp — by), respectivamente (IEZZI, 2013b).

5.5.2 Multiplicacao e divisao

Exemplo:
Multiplicagdo de polindmio por polindmio:
) (76> =2x+1).(x—2)=?
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Solucado:

(7x* —2x+1).(x—2) =

Tx? x4 Tx% (=2) + (=2x) - x+ (=2x) - (=2)+1-x4+1-(=2) =
T —14x? — 26> +4x+x—2 =
7x> — 16x% 4 5x -2

Como vimos acima, para efetuar a multiplicagcdo de polindmios usamos
a propriedade distributiva, ou seja, basta multiplicar cada termo de um dos
polindmios por cada termo do outro polindmio.

Defini¢do: Dados dois polindmios P(x) = apx™ + ap_1x" ' +... +axx® +
arx+ag e Q(x) = byx" + b, _1xX" 1 4 ...+ box® + b1x + by, denominamos
produto de P- Q o polindmio P(x) - Q(x) = amb,xX™ " + ...+ (a2bo +a1by +
aobz)xz + (aob1 + albo)x +apby.

Divisao de polindmio por mondmio:
(3) (18x> — 12x% +3x) =+ (3x) = ?

Solugdo:

(18x% — 124 +3x) + (3x) =
18x3 — 12x% + 3x B

3x
18x*  12x* 3x
Bx  3x 3k
6x> —4x+ 1

Divisao de polindmio por polindmio:
Para efetuarmos a divisdo, podemos utilizar o algoritmo da divisdo

(algoritmo de Euclides ou método da chave) ou o método de Descartes,
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porém vamos focar somente no algoritmo da divisdo, ja que ele funciona
de forma mais geral. Existe também o dispositivo pratico de Briot-Ruffini,

mas ele sé deve ser utilizado para dividir polindmio por bindémio.

Para facilitar o entendimento do algoritmo, resolveremos o exemplo
abaixo detalhando cada passo da solugdo:

4) (—1+8x%) = (2x—1)=2?

Solugdo:

(1) O dividendo —1 + 8x> é um polindmio incompleto e estd na ordem
crescente de expoente. Logo, vamos colocd-lo na ordem decrescente

de expoentes e completd-lo com zeros, ou seja: 8x3 4+ 0x> 4 0x — 1.
(2) O divisor 2x — 1 j4 estd na ordem decrescente de expoentes.

(3) Agora, dividimos o termo de maior grau do dividendo pelo termo de

8 3
maior grau do divisor. Logo: Zi = 4x2.
X

(4) Em seguida, multiplicamos o resultado encontrado no item (3) pelo
divisor, ou seja: 4x? - (2x — 1) = 8x° —4x?.

(5) Agora facamos a diferenca entre o dividendo e o resultado obtido no
célculo anterior (item 4). A primeira diferenca é 8x3 +0x2+0x—1—
(8x% —4x?) = 4x +0x — 1.

(6) Assim, temos a nova divisio (4x? +0x — 1) = (2x — 1) e seguimos o
mesmo procedimento até que o grau da ultima diferenca seja menor
que o grau do divisor ou que a ultima diferenca seja igual a zero, e,

nesse caso, o dividendo € divisivel pelo divisor.

Vejamos o algoritmo a seguir:
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83 +0x2+0x—1

2x—1
—8x> 4+ 4x2 42 +2x+1
4x24+0x—1
—4x? 4 2x
2x—1
—2x+1
0

(5) (12x* =173 =3x> = 11x—3) + (3x> = 2x —3) = ?
Solugdo:

1206 =176 =3x* = 11x -3 |3x> —2x—3
—12x* 4 8x% + 1247 4x* —3x+1

93 +9x2 —11x—3
Ox3 — 6x% —9x

3x2 —20x—3
—3x2 4+ 2x+3
—18x

[ |
Definicdo: Dados dois polindmios P (dividendo) e D # 0 (divisor), dividir

P por D com resto é determinar dois outros polindmios Q (quociente) e R
(resto), de modo que se verifiquem as seguintes condi¢des:

1) P=Q-D+R

(1) gr(R) <gr(D)ouR=0

Observacdo: Se R = 0 dizemos que P € divisivel por D
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5.6 Produtos notaveis

O que significa produto notavel? Os calculos algébricos obedecem a al-
guns padrdes de resolucdo, dentro os quais podemos citar determinadas mul-
tiplicagdes. Para efetuar essas multiplicacdes, utilizamos constantemente
a propriedade distributiva, mas algumas dessas multiplicacdes aparecem

frequentemente e, por esse motivo, denominamos produtos notaveis.

5.6.1 Quadrado da soma de dois termos

Defini¢do: O quadrado da soma de dois termos € igual ao quadrado do
primeiro termo mais duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo

termo mais o quadrado do segundo termo.
Exemplo: (1) Desenvolva (x +3)2.
Solucao:

(x+3)*> = (x+3)-(x+3)
= x-x+x-3+3-x+3-3

= X2 43x4+3x+9
= xXX4+6x+9
(5.3)
(5.4)
[ |

Geometricamente, essa expressio representa a drea A (x) de um quadrado

de lado igual a x 4 3. Vejamos a figura abaixo:
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X
3 3x
3x | *
X X2
9 3
X 3

Ou seja, A(x) = (x+3)2 = x> +3x+3x+9 = x> +6x+9.

Generalizando, temos:

(a+b)?=d*>+2-a-b+b>

5.6.2 Quadrado da diferenca de dois termos

Definicao: O quadrado da diferenca de dois termos € igual ao quadrado
do primeiro termo menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo

segundo termo mais o quadrado do segundo termo.

Exemplo:
(1) Desenvolva (x — 3).

Solucao:

(x—3)? = (x—3)-(x—3)
= x-x+x-(=3)+(=3)-x+(-3)-(-3)
= ¥ —3x—3x+9
= xXX—6x+49



Capitulo 5. O estudo de polindbmios 151

Geometricamente, essa expresso representa a drea B(x) de um quadrado

de lado igual a x — 3. Vejamos a figura abaixo:

x—3
3 3(x—3)
x—3
x—3 (x—3)?
9 3
x—3 3
X

Ou seja,
B(x)=(x—-3)2=x>-3(x-3)-3(x—-3)-9=x>—3x+9-3x+9—
9 =x%—6x+9.

Generalizando, temos:

(a—b)>=a*>—2-a-b+b?

5.6.3 Produto da soma pela diferenca de dois termos

Defini¢do: O produto da soma pela diferenca de dois termos € igual ao

quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo.

Exemplos:
(D) (x+2).(x—2)="7?
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Solucado:

(x+2).(x—=2) = x-x+x-(-2)+2-x+2-(-2)
= X2 —2x+2x—22

= x*—4

Geometricamente, essa expressdo representa a area C(x) de um retan-
gulo de lados x+2 e x — 2. Vejamos a figura abaixo:

x+2 |

x—2 x—2 2

Logo, a drea desse retangulo é C(x) = (x+2) X(x —2) = x> — 4.
Generalizando, temos:
(a+b)-(a—b)=a>—b*
(2) (5m+2n).(5m —2n) = 25m*> — 4n>
Solugdo:

(5m+2n).(5m—2n) = (5m)*—(2n)*
— 25m* —4n®
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5.6.4 Cubo da soma e da diferenca de dois termos

Exemplos:
(1) Desenvolva (x4 5)3.

Solugdo:

(x+5)° = (x+5)* (x+5)
= (¥*4+10x+25)-(x+5)
= X x4+x>54+10x-x4+10x-5+25-x425-5
= x> 4532+ 10x* +50x + 25x 4 125

= X+ 15 +75x+ 125
|
Generalizando, temos:
(a+bP=d*+3-a*> b+3-a-b*+b>
(2) Desenvolva (x —y)3.
Solugdo:
(x=y) = 2438 (=) +3-x- (=) + ()’
— )C3 . 3x2y+3xy2 _y3
[ |

Até o momento, vimos como desenvolver expressdes com expoentes
2 e 3. Agora vamos nos apropriar de conhecimentos que facilitardo o

desenvolvimento de expressdes com expoente maior ou igual a 2.

5.6.5 Fatorial

Exemplo: Jodo estd organizando o armdrio e possui 4 livros de matema-

tica. De quantas maneiras distintas Jodo pode dispor esses livros?
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Solucado:

Jodo tem 4 livros, entdo vamos numeré-los com 1,2,3 e 4. Logo, temos

as seguintes sequéncias:

(1,2,3,4)
(2,1,3,4)
(3,1,2,4)
4,1,2,3)

(1,2,4,3)
(2,1,4,3)
(3,1,4,2)
4,1,3,2)

(1,3,2,4)
(2,3,1,4)
3,2,1,4)
4,2,1,3)

(1,3,4,2)
(2,3,4,1)
(3,2,4,1)
4,2,3,1)

(1,4,2,3)
(2,4,1,3)
(3,4,2,1)
4,3,1,2)

(1,4,3,2)
(2,4,3, 1)
3,4,1,2)
4,3,2,1)

Portanto, temos 24 sequéncias. Ou seja, 24 maneiras distintas para Jodao

dispor os livros.

Outro modo de solucionar a questdo € pensar dessa forma:

* Primeira posicao: ele pode escolher qualquer um dos 4 livros;

* Segunda posi¢do: ele s6 pode escolher qualquer um dos 3 livros

restantes;

* Terceira posi¢do: ele s6 pode escolher qualquer um dos 2 livros

restantes;

* Quarta posicao: ele sé tem 1 tnico livro.

Logo, a quantidade de maneiras distintas em que ele pode dispor os

livros € dada pelo produto 4-3-2-1 = 24.

Em problemas de contagem, aparecem frequentemente multiplicacdes

de ndmeros naturais na ordem decrescente e, por isso, 0s matematicos

criaram um simbolo para representé-las. Esse simbolo, !, recebe o nome de

fatorial. O simbolo de fatorial foi introduzido pela primeira vez em 1808

pelo professor universitario Christian Kramp, cujo objetivo era eliminar

as dificuldades encontradas na escrita. Em 1811, Legendre representou o
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fatorial usando a letra grega gama (I') e Gauss utilizou a letra grega pi (IT).
Atualmente usamos o simbolo de Kramp, entdo o célculo anterior seria

escrito como: 4-3-2-1=4!

Defini¢do: Seja n € N. Denominamos fatorial de n e indicamos por n! a

relacdo:
n'=n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1 paran > 2;
1'=1;
0l=1.
Exemplos:

(1)3!1=3.2.1=6

()41 =4.3.2.1=24
10! 10-9-8!

5.6.6 Combinacao

Definicao: Seja A um conjunto com n elementos. Chamamos de com-
binagdes (C) dos n elementos, tomados p a p, e denotamos por Cy ,, 0s

subconjuntos de A constituidos de p elementos.

Exemplo: Considere o conjunto E = {a,b,c,d}. Determine a quanti-

dade de subconjuntos do conjunto £ com dois elementos.

Solugdo: Para determinar a quantidade de subconjuntos de £ com dois
elementos, € preciso apenas fazer as combinac¢des dos 4 elementos de E,
tomados 2 a 2, e depois contar quantas combinacdes fizemos. Lembre-se
que {a,b} = {b,a}, entdo:
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/b /c c——d
a\—>\c b——d
d

Logo, os subconjuntos de E com dois elementos sdo:

{a,b};{a,c};{a,d};{b,c};{b,d};{c,d}

Portanto, temos 6 subconjuntos.

Observe que o conjunto E s possui 4 elementos, entdo € bastante sim-
ples exprimir os subconjuntos pedidos. Mas se o conjunto dado possuisse
10, 15 ou 1000 elementos, como exprimir os subconjuntos com dois elemen-
tos ou todos os subconjuntos? Seria muito trabalhoso e exaustivo. Entdo,
para otimizar o tempo e facilitar o cdlculo, usamos a férmula abaixo (IEZZI,
2013a):

Férmula para o célculo do nimero de combinacdes

n n!
Cpp= =———— neN>p
" (p) pl-(n—p)!

Exemplos:
3! 6
DCyg= =2 =
DG2=552172 3
51 5431 20
(2) Csp = = —==10

21.(5—-2)! 2131 2

5.6.7 Binomio de Newton

N3ao sei o que o mundo pode pensar de mim, mas eu mesmo

me considero tdo somente um menino que, brincando na areia
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da praia, se diverte ao encontrar um seixo arredondado ou
uma concha mais bonita que as comuns, enquanto o grande
oceano da verdade jaz indecifravel ante meus olhos. ISAAC
NEWTON) (PALARO, 2006)

Na epigrafe acima, Newton deixa claro que desconhece uma grande
quantidade de coisas, mas o pouco que ele afirma ter conhecimento foi
suficiente para descobrir e desenvolver estudos em matemadtica e fisica.
Creio que nesse momento vocé deve estar querendo saber um pouco mais

sobre Newton, é verdade? Eu sabia. Entdo, vamos a historia.

Fonte: Imagem de Prawny por Pixabay

Isaac Newton nasceu em 25 de dezembro de 1642, na aldeia de Wo-
olsthorpe. Newton se dedicava a projetar miniaturas mecanicas até que,
um dia, encontrou um livro de astrologia que mudou sua atencao para a
matemadtica. Esse novo interesse o levou a ler vérios livros, sendo o pri-

meiro deles os Elementos de Euclides e depois La géométrie de Descartes,
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a Clavis de Oughtred, a Arithmetica infinitorum de Wallis, entre outros
trabalhos.

Pouco depois, Newton descobriu o teorema do bindmio generalizado e
inventou o método do fluxdes, o qual hoje chamamos de célculo diferencial.
No periodo de marco a junho de 1666, a Universidade de Cambridge foi
fechada devido a uma epidemia de peste e Newton teve que retornar a sua
cidade natal. Esse periodo foi bem inspirador para Newton, pois, além
do célculo, ele se dedicou a vdrias partes da fisica, testou suas primeiras
experiéncias em 6ptica e também formulou os principios basicos da teoria
da gravitacdo. Alguns historiadores, porém, dizem que essas descobertas s
ocorreram apos o seu retorno a universidade.

Newton retornou a Cambridge em 1667, desenvolveu suas pesquisas
no campo da optica por dois anos, ocupou a catedra lucasiana em 1669 e
publicou um artigo com suas descobertas em 6ptica. Contudo, surgiram
vdrias criticas sobre seu trabalho, deixando-o muito chateado e, por esse
motivo, Newton demorou para publicar suas descobertas posteriores, fato
que o levou a uma disputa com Leibniz sobre a primazia da criagdo do
calculo.

Em 1675, comunicou a Royal Society sua teoria corpuscular, lecionou al-
gebra e teoria das equacdes de 1673 a 1683, publicou o tratado Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica (material compostos em trés livros) e, em
1692, Newton adoeceu e teve como consequéncia da doenga um disturbio
mental. Desse ano em diante, seus esfor¢os se voltaram para a quimica,
alquimia e teologia. No ano de 1696, foi indicado inspetor da Casa da
Moeda, sendo promovido a diretor em 1699. Em 1703, foi eleito presidente
da Royal Society, cargo que ocupou até a sua morte em 1727.

Newton € considerado um dos maiores génios de todos 0s tempos e suas
realizacdes foram expressas neste poema de Alexandre Pope: “A natureza e
as leis da natureza jaziam ocultas na noite; Deus disse: Faca-se Newton, e a
luz se fez”.

Todos nés temos habilidades que, as vezes, estdo escondidas e nao
deixamos que florescam. Ainda assim, acredito que cada um de nés € capaz

de gostar e de aprender os mistérios da matemadtica, mas isso s6 depende do



Capitulo 5. O estudo de polindbmios 159

nosso querer € do nosso esforco. Como diz o capitdo planeta: O poder é de

VOCESs.

[Teorema Binomial] O desenvolvimento de (x+a)" paran € Ne x,a €
R € dado porﬂ]

(X—i-a)”:(g)-x"—l—( Y)xnl_al_'_(Z)_an_az_’_“-_i_( Z)an

Exemplo: Desenvolva (x4 y)*.
Solugio:

At 1+4- 8y 462y F4xh 10y

Para determinar o valor de cada coeficiente binomial, podemos utilizar
a férmula para combinagdes vista anteriormente ou utilizar o tridngulo de

Pascal, o qual veremos adiante e facilitard bastante o cdlculo.

"Dica: visite ~a  pdgina  https://www.colegioweb.com.br/binomio-de-
newton/propriedades-do-triangulo-de-pascal.html para saber mais
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5.6.8 Triangulo aritmético

O triangulo aritmético, também chamado de tridngulo de Tartaglia-
Pascal, € uma tabela de formato triangular (ndo limitada) de nimeros
naturais, facil de construir e que permite obter, de modo imediato, os coefi-
cientes do desenvolvimento de (a+ b)". Esse tridngulo foi descoberto pelo
matematico chinés Yang Hui e suas propriedades aritméticas foram estuda-
das pelo matematico francés Blaise Pascal, razio pela qual o triangulo leva
o seu nome. Pascal e Fermat foram os criadores da Andlise Combinatdria e
da Teoria de Probabilidades (MORGADO, 2013).

Vocé ja conheceu um pouco da histéria de Tartaglia. Agora vamos
conhecer a histéria de Pascal? Sim? Otimo, eu sabia que vocé ia gostar.

Entdo, continuemos com nossa viajem ao passado.

Fonte: Imagem de James Sutherland por Pixabay

Blaise Pascal nasceu em 19 de julho de 1623, em Clermont-Ferrand, na
Franca. A mae de pascal, Antoniette Bejon, faleceu quando ele tinha apenas

3 anos de idade. Etienne Pascal, pai de Blaise, encarregou-se pessoalmente
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da educacado do garoto por meio de um método um pouco diferente dos
adotados na época, cujo objetivo era o estudo da razdo. Esse método consis-
tia na aplicacdo de exercicios diversos abordando as disciplinas geografia,
histdria e filosofia. Ja as aulas de matematica sé deveriam ser ministradas
quando o jovem Pascal estivesse com o intelecto preparado para aprender

essa ciéncia, ou seja, maduro, de acordo com seu pai.

O jovem Pascal ouvia conversas sobre matematica e sua curiosidade foi
se acentuando. Sem professor ou mesmo livros, ele comecou a desenvolver
seus estudos. Depois de autorizado a estudar matematica, juntou-se aos sa-
bios do circulo de Mersenne e, a partir dai, teve contato com conhecimentos
que proporcionaram o desenvolvimento dos seus trabalhos. Aos 17 anos,
descobriu e publicou vérios teoremas em geometria projetiva, essenciais
para o desenvolvimento tecnoldgico da aviacdo. Criou uma maquina de
calcular para ajudar seu pai e existe, hoje, uma linguagem de programacao
denominada pascal, em sua homenagem, pois ele achava que no futuro as

maquinas poderiam pensar.

Blaise dedicou-se ao estudo da aritmética e desenvolveu os cdlculos de
probabilidade, o tridngulo de pascal e o tratado sobre as poténcias numéricas,
além de contribuir com a fisica no campo da hidrostatica. Devido a seus
esforcos excessivos, ficou gravemente doente e, em 1648, se tornou adepto
do misticismo de Port-Royal. Pascal faleceu em Paris no dia 19 de junho de
1662. Sofreu bastante, mas suportou toda dor com grande resignag¢do. Suas

palavras finais foram: “Que Deus jamais me abandone” (RUIZ, 2010).

Definicdo: O triangulo de Pascal é uma tabela na qual podemos dispor

ordenadamente os coeficientes binomiais.

Vejamos abaixo:
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Isto é:
A linha 1 contém o coeficiente do desenvolvimento de (x +a)°

A linha 2 contém os coeficientes do desenvolvimento de (x+a)!

A linha 3 contém os coeficientes do desenvolvimento de (x +a)?

Também podemos escrever o tridngulo de Pascal substituindo cada

coeficiente binomial pelo seu valor, isto é:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Para construir o triangulo de Pascal nio € necessario calcular os coefici-

entes binomiais, basta usarmos algumas de suas propriedades. Vejamos:

(1) Em cada linha do tridngulo, o primeiro e o tltimo numero sdo iguais

al.
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(2) A partir da terceira linha, cada nimero (exceto o primeiro e o ultimo)

¢é a soma dos nimeros da linha anterior, imediatamente acima dele.

(3) Na mesma linha, dois nimeros equidistantes dos extremos sdo iguais.

Exemplo: Desenvolva (2a — b)°. Solugio:
Observando a forma como € desenvolvido o bindmio de Newton € a 62
linha do triangulo de Pascal, temos:

(2a—b)> = 32a° —80a*b + 80a’h?® — 404> + 10ab* — b

5.6.9 Fatoracao

Definicdo: Fatorar é o termo usado na dlgebra para designar a decomposi¢ado
que se faz de cada um dos elementos que integram um produto. O objetivo
da fatoragdo € a simplificacdo das férmulas matematicas em que ocorre a
multiplicacdo, especialmente das chamadas equacdes.

As fatorages mais conhecidas sdo:

1. Fator comum em evidéncia

Nessa forma de fatoracdo, determinamos o elemento comum aos
termos que formam o polindmio e escrevemos o polindmio como o
produto m - n, em que m € o elemento comum e n € o resultado da

divisdo dos termos do polindmio pelo elemento comum.

Exemplo: a® — 5a*> = a*(a—5)

2. Agrupamento
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Agrupamos os termos semelhantes de forma que seja possivel utilizar

a fatoracdo por evidéncia mais de uma vez.

Exemplo: Sx —xy+15—3y = (x+3).(5—y)

Solugio:
S5x—xy+15=3y=5x+15—xy—3y=5(x+3) —y(x+3) = (x+
3).5—-y)

. Diferencga entre dois quadrados

Extraimos a raiz quadrada dos elementos e os resultados obtidos
formardo um produto entre bindmios, na forma produto da soma e da

diferenca.

Exemplo: a* —9 = (a* —3) - (a*+3)
Solugdo:
Extraindo as raizes, temos: \/a_4 —ad’e/9=3

Logo, (a*>—3)-(a*>+3) =a*+3a*> - 3a> +9=a* -9

. Trindmio quadrado perfeito

Basta determinar o produto notdvel responsavel pela formacao do
trindmio.

Exemplo: x> +4x+4 = (x+2)?

Solucgao:

Extraindo as raizes, temos: \/)? —xevV4=2

Fazendo o produto 2-x-2 = 4x. Logo: (x+2)? = x> +4x+4



Capitulo 5. O estudo de polindbmios 165

Exemplo: Determine as raizes do polindmio P(x) = 4x* — 9x? + 16x> —
36x.

Solugdo:

Determinar as raizes de um polindmio € encontrar valores para x tais

que o valor numérico de P(x) é igual a 0, ou seja P(x) = 0. Logo:

4x* —9x* +-16x° —36x =0
Observe que ha um elemento comum em todos os termos desse polino-
mio, o x. Colocando x em evidéncia, temos:
4o —9x% + 16x° — 36x = 0 = x(4x® — 9x+ 16x* —36) =0
Usando a fatorac¢do por agrupamento, temos:
x(4x> —9x + 16x% —36) =
x(4x® 4+ 16x* —9x — 36) =
x [4x2(x+4) —9(x+4)] =0

x[(x+4)(4x* —9)] =
x(x+4) (4x2 -9)=0

Veja que 4x> — 9 = (2x — 3)(2x + 3), entdo:

x(x+4)(4x* —9) = x(x+4)(2x—3)(2x+3) =0

Logo:
3 3
x:0,x—|—4:O:>x:—4,2x—3:0:>x:§0u2x+3:0:>x:—§
3 3
Portanto, as raizes reais do polindmio P(x) sdo 0, —4, 2¢ 5
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Capitulo 6

Sobre algoritmos de ordenacao e
sua abordagem no ensino médio

Me. Ilso Francisco dos SantosE]
Dr. Marcelo Pedro dos Santo

Resumo: O presente artigo se baseia no trabalho Algoritmos de Ordenacdo: uma
abordagem diddtica para o ensino médio (SANTOS, 2020). A proposta do trabalho
se concentra numa abordagem diddtica de trés algoritmos de ordenacdo tomando
como base competéncias e habilidades propostas na Base Nacional Curricular
Comum (BNCC). Os algoritmos de ordenacdo estudados foram o Bubble Sort, Se-
lection Sort e o Quick Sort. Inicialmente foi realizada uma andlise de competéncias
e habilidades presentes ndo somente na BNCC, o documento mais recente, mas
também nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica: 5% a 8* séries, do
Ensino Médio, Complemento para o Ensino Médio e dos Parametros Curriculares
do Estado de Pernambuco. Os contetidos didaticos necessarios para a compre-
ensdo do trabalho sdo: Somatérios e Fungdes Afim, Quadritica e Logaritmica,

necessdrias para avaliarmos os desempenhos assintéticos dos algoritmos. Alguns
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Professor do Departamento de Matemdtica - Universidade Federal Rural de Pernam-
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exemplos dos algoritmos servirdo para o entendimento do funcionamento, bem
como a forma como sua complexidade € analisada e propostas de atividades sdao
colocadas no intuito de mostrar a viabilidade da abordagem do tema no Ensino
Médio.

Palavras-chave: Parametros Curriculares; Competéncias; Algoritmos de Ordena-

¢ao; Complexidade.

6.1 Introducao

De acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacio Bésica,
a escola, no desempenho de suas funcdes, deve construir e utilizar métodos,
estratégias e recursos de ensino que melhor atendam as caracteristicas
cognitivas e culturais dos alunos. O tema Algoritmos de Ordenagdo propicia
uma abordagem diversificada da Matematica em um contexto que auxilia no
desenvolvimento cognitivo e cultural dos estudantes. O presente trabalho
se propode a analisar, a luz da BNCC, o funcionamento e a complexidade
dos algoritmos de ordenacdo Bubble Sort, Selection Sort e Quick Sort,
comparando seus desempenhos por meio de funcdes matematicas, tanto
algebricamente quanto graficamente.

Apresentaremos exemplos dos algoritmos de ordenacdo e atividades
afins com o proposito de trazer subsidios educacionais para uma aborda-
gem didética do tema no Ensino Médio. Apesar da andlise dos Parametros
Curriculares se estenderem ao Ensino Fundamental, optou-se por direcionar
o trabalho com o tema para o Ensino Médio. A justificativa de tal direci-
onamento deve-se ao fato de se supor que os estudantes ja possuam um
repertério matemadtico capaz de compreender os conceitos e procedimentos
abordados no estudo dos algoritmos ja citados. O tema dos algoritmos
estd intrinsecamente relacionado a computacao, no entanto nao faremos tal
abordagem neste trabalho e nos resumiremos ao viés matematico do tema,
recorrendo de forma superficial aos conteudos de Somatdrios e Fungdes
Afim, Quadrética e Logaritmica.

Tendo como fundamento que o Ensino Médio € uma etapa de aprofun-
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damento de conceitos e procedimentos trabalhados com os estudantes no
Ensino Fundamental, consideramos plausivel uma anélise dos Pardmetros
Curriculares nessa etapa do Ensino. Nao se pretende aprofundar a mate-
maética utilizada para obter a Func¢iao que representa a complexidade de
cada algoritmo e nem a andlise assintotica de cada func@o. A proposta é
apenas mostrar, de forma inteligivel, como se pode chegar aos resultados
e a maneira que tais resultados sdo utilizados na anélise dos algoritmos.
Para tanto, traremos exemplos de cada algoritmo de ordenagao, com suas
respectivas funcdes representativas e complexidades correlatas. No que
diz respeito a andlise assintética, utilizada para representar a complexidade
de cada algoritmo, nos limitaremos a apresentar qual a representacdo da
mesma sem que haja preocupacdo de como se chegou a tal representacgao,
pois tais demonstragdes fogem do escopo do trabalho.

Por fim, deve-se atentar para o fato de que o estudo do tema nao se
encerra nessa simples abordagem, restando um vasto campo a ser inves-
tigado por outros pesquisadores com focos diversos dos que foram aqui

destacados.

6.2 Fundamentos tedricos e metodologicos

6.2.1 Anadlise dos parametros curriculares

Inicialmente buscou-se mostrar uma possivel evolugdo curricular nos
documentos oficiais, ou melhor, nos Pardmetros Curriculares Nacionais e
também do Estado de Pernambuco, na busca de competéncias e habilidades
que tivessem relacdo com o tema. Os Pardmetros Curriculares Nacionais de
Matemdtica 5* a 8* séries (PCN - 5% a 8?) ja trazem uma problematizacio ao

declararem:

Situacdo - problema € o ponto de partida da atividade matema-
tica e ndo a defini¢do. No processo de ensino e aprendizagem,
conceitos, ideias € métodos matematicos devem ser abordados

mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de situacdes em
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que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia
para resolvé-las (BRASIL, 1998, p. 40).

Segundo o mesmo documento, € por meio da exploracdo de situagdes-
problemas que o estudante reconhecera diferentes fungdes da dlgebra, bem
como exercitard a indugdo e a dedu¢do em Matematica. Apesar dos PCN
- 5* a 8" séries ja sugerirem o quio importante é uso da tecnologia, do
computador e de softwares no processo de ensino - aprendizagem, ainda
ndo se faz mencdo ao tema algoritmos. Nos Pardmetros Curriculares
Nacionais de Matemdtica, afirma-se que: “muitos conteidos importantes
sao descartados por serem julgados, sem uma andlise adequada, que nao
sdo de interesse para os alunos porque ndo fazem parte de sua realidade ou
ndo tém uma aplicacdo pratica imediata” (BRASIL, 1998). Encontramos
também nesse documento uma referéncia aos contetidos procedimentais e
a capacidade do saber fazer. E evidente que o trabalho com algoritmos se
enquadra em tal espécie de contetido, visto que se trata de um procedimento
ou conjunto deles.

Na etapa do Ensino Médio, deve-se propor ao estudante uma amplia¢ao
dos conhecimentos adquiridos no Ensino Fundamental, bem como uma
elevagdo no nivel de abstracdo de conceitos e procedimentos matematicos.
De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM), essa etapa “[---] deve ser mais do que memorizar resultados
dessa ciéncia e que a aquisi¢cao do conhecimento matemadtico deve estar
vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica e de um saber pensar
matematico”(BRASIL, 2000). Também hé de se garantir, nessa etapa do
ensino, que o estudante seja capaz de lidar com o conceito de fungdes em
situacdes diversas, ajustando seus conhecimentos na busca de solugdes de
problemas, na construcao de modelos para interpretagdo e investigagdo em
Matematica. Também € preciso garantir que ele aprofunde conhecimentos
sobre nimeros e dlgebra, de forma conectada com outros conteidos. Nos
PCNEM, algumas competéncias de base foram elencadas em duplas, as de
representacdo e comunicagdo, bem como as de investigagdo e compreensao.

A relacdo de tais competéncias com o tema Algoritmos de Ordenagdo é
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bastante clara, pois a andlise destes proporciona a representacao e a comu-
nicagdo por meio de esquemas, linguagem natural e fluxogramas, assim
como instiga a investigacao e a compreensdo quando se busca assimilar
o procedimento utilizado por cada algoritmo e a fun¢do que descreve o
ndmero de comparacdes necessdrias para ordenar a lista (vetor), como serd
visto adiante. Também se averiguou, na versao complementar para o Ensino
Médio, os PCNEM., um enfoque na contextualizagdo dos conteudos mate-
maéticos e na interdisciplinaridade, retomando as competéncias elencadas

nos PCNEM, dentre as quais podemos destacar:

Traduzir uma situacdo dada em determinada linguagem para
outra; por exemplo, transformar situacdes dadas em linguagem
discursiva em esquemas, tabelas, graficos, desenhos, formulas
ou equagdes matematicas e vice-versa, assim como transformar
as linguagens mais especificas umas nas outras, como tabelas
em gréficos ou equacdes (BRASIL, 2002, p. 115).

A competéncia citada anteriormente estd inserida nas de representacao e
comunicagdo, que possuem ampla relacdo com a proposta didética em tela,
pois o trabalho com Algoritmos de ordenagdo favorece toda essa gama de
representacdes e formas de comunicar o conhecimento matemaético a partir
da situagc@o-problema. Os PCNEM também propdem o ensino por meio
de temas estruturadores para que se alcancem as competéncias e habilidades
desejadas. Nesse caso, o tema Algoritmos de Ordenacdo poderia servir
como estruturador, pois favorece a articulacao ldgica entre diferentes ideias
e conceitos matematicos.

Ja os Parametros Curriculares da Educagdo Basica do Estado de Pernam-
buco também trazem tépicos semelhantes aos apresentados anteriormente
nos documentos ja citados, como a resolucio de problemas e a modelagem
matematica, mas difere na nomenclatura dada as competéncias e habilidades.

Nesse documento, usa-se a expressdo Expectativas de Aprendizagem:

As expectativas de aprendizagem explicitam aquele minimo
que o estudante deve aprender para desenvolver as competén-

cias bésicas na disciplina. Em outras palavras, elas descrevem
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o “piso” de aprendizagens, e nao o “teto”’. Dependendo das
condicdes de cada sala de aula, elas podem ser ampliadas e/ou
aprofundadas (PERNAMBUCO, 2012, p. 13).

O documento destaca, dentre outras coisas, o trabalho com situagdes-
problemas, os problemas abertos em detrimento dos fechados e a mode-
lagem matemadtica. Algumas expectativas de aprendizagem que possuem
relacdo com o estudo de Algoritmos de Ordenagao perpassam por todo os
ensino médio como “‘reconhecer fun¢cdo como modelo matematico para o
estudo das variagdes entre grandezas do mundo natural ou social” (PER-
NAMBUCO, 2012, p. 21).

A BNCC, ultimo e mais recente documento analisado, traz compe-
téncias e habilidades relacionadas com o trabalho sobre Algoritmos de
Ordenacdo, tanto na parte destinada para Ensino Fundamental, quanto
para o Ensino Médio. Como o aprofundamento e ampliacdo dos conceitos
devem ser consolidados no Ensino Médio, esse documento propdem o
desenvolvimento de competéncias e habilidades de forma andloga aos
PCNEM. De acordo com a BNCC: “Competéncia € definida como a
mobiliza¢do de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades
(praticas cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver
demandas complexas da vida [---]” (BRASIL, 2018). Na secao do Ensino
Fundamental, sdo explicitadas competéncias gerais da Educacio Basica e
competéncias especificas de cada drea do conhecimento, dentre as quais
sdo indicadas as habilidades requeridas. Os conteddos, por outro lado, sao
separados em unidades temdticas do 1° ao 9° ano, como vem a seguir, para
a disciplina de Matematica: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas
e Medidas, Probabilidade e Estatistica. Consta neste documento que “A
linguagem algoritmica tem pontos em comum com a linguagem algébrica,
sobretudo em relac@o ao conceito de varidvel” (BRASIL, 2018, p. 271).

Quanto as habilidades diretamente relacionadas ao tema, destacamos:

-Representar por meio de um fluxograma os passos utilizados

para resolver um grupo de problemas.



Capitulo 6. Sobre algoritmos 173

-Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um
algoritmo para a constru¢do de um tridngulo qualquer,
conhecidas as medidas dos trés lados.

-Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um
algoritmo para a constru¢do de um poligono regular (como
quadrado e tridngulo equildtero), conhecida a medida de seu
lado.

-Identificar a regularidade de uma sequéncia numérica ou figural
nao recursiva e construir um algoritmo por meio de um fluxo-
grama que permita indicar os nimeros ou as figuras seguintes
(BRASIL, 2018).

Percebe-se um uso pretensioso de fluxogramas em vérias habilidades mas
ndo h4, ainda, relacdo com o pensamento computacional que “envolve as
capacidades de compreender, analisar, definir, modelar, resolver, comparar
e automatizar problemas e suas solugdes, de forma metddica e sistematica,
por meio do desenvolvimento de algoritmos” (BRASIL, 2018, p. 474).

A estruturacdo das competéncias e habilidades para o Ensino Médio
se fez, na BNCC, de forma distinta do Ensino Fundamental. No Ensino
Médio, as competéncias especificas ndo estdo diretamente relacionadas a
unidades tematicas, configurando uma liberdade de associacao de acordo
com a situacdo-problema, tema estruturador ou itinerdrios formativos que
sejam escolhidos. Porém, merecem destaque algumas habilidades que

possuem forte relagdo com o tema Algoritmos de Ordenagdo. Sdo elas:

-Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando

possivel, um algoritmo que resolve um problema.
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-Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacgao
na implementacdo de algoritmos escritos em linguagem
corrente e/ou matematica (BRASIL, 2018, p. 538-539).

Observa-se que no Ensino Médio ja se busca uma relagdo mais estreita com
o pensamento computacional ao se referir a linguagem de programacao
e implementacdo de algoritmos, fato ndo antes visto na parte do Ensino
Fundamental.

Por fim, pudemos constatar que sd@o notaveis as competéncias e habi-
lidades constantes nos Parametros Curriculares analisados que podem ser
desenvolvidas por meio da abordagem didatica do tema proposto neste
trabalho. E, como a BNCC é o documento mais recente, faz-se necessario
mais estudos e propostas tangiveis ao processo de ensino-aprendizagem na

educacgdo bésica.

6.2.2 Algoritmos de ordenacao e complexidade

Um Algoritmo de Ordenagdo tem como procedimento ordenar os n
elementos de uma lista finita, a qual passaremos a chamar de vetor, em
ordem crescente ou decrescente.

Os primeiros contatos que os estudantes t€m com o significado de
algoritmo se dd com o estudo de procedimentos matemdticos, mas sabemos
ser tal definicdo mais abrangente. Segundo Ribeiro, algoritmo é “um
conjunto de regras e operacdes bem definidas e ordenadas, destinadas a
solucdo de um problema ou de uma classe de problemas, em um ndmero
finito de etapas™ (2018, p. 32). J4 para Cormen et al., “um algoritmo &
qualquer procedimento computacional bem definido que toma algum valor
ou um conjunto de valores como entrada e produz algum valor ou conjunto
de valores como saida” (2002). Este ultimo acrescenta que problemas de
ordenacdo sao comuns e que a ordenagdo € uma operagdo fundamental na
ciéncia da computacao.

Uma ordenagdo por comparacao simples realiza ou ndo a troca dos

elementos dos vetores dois a dois apds compara-los como € caso dos algo-
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ritmos Bubble Sort e Selection Sort. Ja ha os algoritmos que utilizam uma
ordenagdo por comparacdo mais complexa chamada de método eficiente
como ocorre com o Quick Sort. Este tltimo possui uma técnica chamada
divisao e conquista que consiste em dividir um problema a ser resolvido
em problemas menores, que podem ser divididos em partes ainda menores.
A partir disso, encontram-se as solu¢des dos problemas menores € combina-
se as solucdes dos problemas menores em uma solucao global, que resolve
o problema inicial.

Para realizar-se a comparacao da eficiéncia dos Algoritmos de Ordena-
¢ao utilizamos a notacao assintética ou notacdo O-grande, representada
pelo simbolo O. que se refere a um limite assintético superior. Vale salientar
que, ao analisar assintoticamente os Algoritmos de Ordenagao, considera-se
o termo de maior crescimento da lei de formagdo da funcao representante
do desempenho do Algoritmo de Ordenacdo. Entretanto, ndo faz parte
do escopo deste trabalho um aprofundamento, tanto no que diz respeito
a representacdo da notacao assintdtica acima citada, quanto do motivo da

escolha do termo de maior crescimento que nos referimos anteriormente.

Quando observamos tamanhos de entrada grandes o suficiente
para tornar relevante apenas a ordem de crescimento do tempo
de execugdo, estamos estudando a eficiéncia assintética dos
algoritmos. Ou seja, estamos preocupados com a maneira
como o tempo de execucdo de um algoritmo aumenta com
o tamanho da entrada no limite, a medida que o tamanho da
entrada aumenta indefinidamente. Em geral, um algoritmo que
¢ assintoticamente mais eficiente serd a melhor escolha para
todas as entradas, exceto as muito pequenas (CORMEN et al.,
2002, p. 51).

Para que se tenha mais clareza desse conceito segue uma defini¢do da
notacdo O-grande e um simples exemplo, pois tal notacao serd utilizada

mais adiante.



176 Coletanea de estudos de egressos do ProfMat - UFRPE

Para uma dada fungdo g(n), denotamos por O(g(n)) o conjunto de
funcdes O(g(n)) = {fin): existem constantes c e n, tais que 0 < f(n) <
c-g(n) para todo n > n,}.

Exemplo 1. Considere as fun¢des f(n) =n>+5n+1e g(n) = n’.
Tem-se, paran > 1, n> +5n+1<n*+5n+n>=7-n> = f(n) <7-g(n).
Portanto:

f(n) € O(g(n)).

Segundo Cormen et al., “para indicar que uma funcéo f(n) é membro
de O(g(n)), escrevemos f(n) = O(g(n))” (2002, p. 35).

No caso do vetor ja estar ordenado configura-se o melhor caso da orde-
nacdo e, se estiver em ordem contrdria, teremos o pior caso da ordenacao.
Existe ainda o caso médio da ordenacdo que considera o tempo médio
para se percorrer n/2 elementos do vetor até obter o elemento procurado
na ordenac¢do. Contudo, o caso médio difere dependendo do tipo de algo-
ritmo, sendo objeto de um estudo mais aprofundado que ndo € o foco deste
trabalho.

Apesar do conceito de Fluxogramas estar associado ao estudo de algo-
ritmos, merecendo um destaque nas competéncias e habilidades em mate-
mdtica na BNCC, ndo faremos tal abordagem neste documento e sugerimos

uma leitura do capitulo 3 de Santos (2020).

6.2.2.1 Bubble Sort

O Algoritmo de Ordenagdo Bubble Sort é considerado um dos mais
simples. E também conhecido como Ordenagio por Flutuacio, dai o nome
Bubble, cuja traducao para o Portugués € Bolha. Seu procedimento se da
da seguinte maneira: para uma ordenacao crescente, iniciando-se com o
primeiro elemento, compara-se cada elemento do vetor com o posterior,
caso este seja maior, muda-se de posi¢do com o anterior, caso nio o seja, a
troca de posi¢do nao ¢ feita e passa-se para o préximo par de comparacao
até que nao haja mais comparagdes e o vetor fique ordenado. Para uma

ordenacdo decrescente, compara-se o elemento com o posterior, caso este
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seja maior, ndo se muda sua posicao atual. Segue-se para o préoximo par
de comparacdo e assim sucessivamente até que o vetor esteja ordenado.
Além da simplicidade, outra vantagem desse Algoritmo de Ordenacdo é
a estabilidade, mas a lentiddo o deixa em desvantagem com relacdo a
outros Algoritmos de Ordenacdo. E indicando para pequenos vetores e

contraindicado para vetores com um nimero grande de elementos.

Tomemos, como exemplo, o vetor A = (5,4,3,2,1), que possui o
numero de elementos n = 5. O objetivo é colocd-lo em ordem crescente
com a estratégia de comparacao do Bubble Sort. O vetor A caracteriza o

pior caso do Bubble Sort.

Os procedimentos se ddo da seguinte maneira:
Passo I. 5 compara com 4 e troca de posicdo, pois 5 > 4;
Passo I1. 5 compara com 3 e troca de posi¢do, pois 5 > 3;
Passo III. 5 compara com 2 e troca de posi¢do, pois 5 > 2;
Passo IV. 5 compara com 1 e troca de posi¢do, pois 5 > 1.
Agora, ocorre 0 mesmo com o0 4.
Passo V. 4 compara com 3 e troca de posi¢do, pois 4 > 3;
Passo VI. 4 compara com 2 e troca de posicdo, pois 4 > 2;
Passo VII. 4 compara com 1 e troca de posi¢ao, pois 4 > 1.
Passo VIII. 3 compara com 2, como 3 < 2, troca de posicao com este.
Passo IX. 3 compara com 1 e também troca de posi¢cdo com ele.

Passo X. 2 compara com 1 e troca de posicao.

Outra forma de representar o procedimento estd descrito na tabela

a seguir:
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Tabela 6.1: Exemplo do Bubble Sort com 5 elementos, n = 5, representando

0 pior caso.

VETOR | N° de comparacoes

5-4-3-2-1 | 4 comparagdes (5e4,5¢e3,5¢e2,5¢e1).
4-3-2-1-5 | 3 comparacdes (4e3,4e2,4¢e1).
3-2-1-4-5 | 2 comparagdes (3e 2,3 ¢ 1).

2-1-3-4-5 | 1 comparagdo (2 e 1).

1-2-3-4-5 | (n—1) iteragdes: vetor ordenado.
Fonte: Adaptado de Oliveira (2004).

Seja, por exemplo, C,, a quantidade de comparacdes quando se retira

o elemento a de um vetor de n elementos. Portanto, tem-se C,, = n— 1
comparacgdes. Com esta ideia, pode-se escrever

n (fl _ 1) 2

n n
,-:21 i=n—1)+n-2)+-+ 5 >

5 6D
comparacdes no pior caso. Sua eficiéncia (complexidade) é, assintotica-
mente, representada por O(n?). No melhor caso do Bubble Sort, quando
o vetor ja se encontra ordenado, teremos apenas (n — 1) iteragdes e sua
eficiéncia é representada por O(n). No pior caso e no caso médio, temos
uma complexidade representada por uma fungdo quadrética e, no melhor

caso, por uma funcao linear.

6.2.2.2 Selection Sort

O termo Selection Sort, de origem inglesa, significa Ordenaciao por
selecao. Utiliza o método ou paradigma da comparacdo por sele¢do ou
selecdo direta. Nela, a ideia € ordenar a lista selecionando, em cada iteragdo,
os menores itens e ordenando-os da esquerda para direita, no caso de ordem
crescente. Quando o menor elemento da lista € localizado na 1? posi¢ao,
ocorre nova iteracdo para localizar o segundo menor elemento da lista na 2*

posicdo e assim sucessivamente, até que a lista esteja em ordem crescente.



Capitulo 6. Sobre algoritmos 179

Algumas vantagens desse algoritmo sao: facil implementacdo e uso de
pouca memoria. Entre as desvantagens destaca-se, principalmente, seu
desempenho, que € ruim em todos os casos: melhor, médio e pior, sendo
indicado apenas para pequenas listas. Além disso, ele ndo € um algoritmo
estavel.

Como exemplo, consideremos o vetor B = (5,3,1,2,4), com n = 5
elementos, o qual serd ordenado de acordo com os seguintes procedimentos
do Selection Sort.

Passo I. 5 compara com 3, 3 € menor e troca de posi¢cdo com 5, assim 3
vai para a 1 posicao;
Passo II. 3 compara com 1, 1 € menor e troca de posi¢do com 3, ou seja, 1
fica na 1? posicao e 3 na 3% posi¢ao;
Passo III. 1 compara com 2, 1 € menor e continua sem trocar;
Passo IV. 1 compara com 4; 1 é menor e continua sem trocar.
O 1 € o menor elemento e ocupa a 1* posicao, apds isso temos os seguintes
passos:
Passo V. 5 compara com 3, 3 é menor e muda de posi¢cdo com 5;
Passo VI. 3 compara com 2, 2 € menor e muda de posi¢do com 3;
Passo VII. 2 compara com 4, 2 é menor e ndo muda de posicao.
O 2 ird para a 2° posicao no lugar do 3, e o 3 ird para a 4* posi¢ao.
Seguem-se 0s passos:
Passo VIII. 5 compara com 3, 3 € menor e muda de posi¢do com 5;
Passo IX. 3 compara com 4, 3 € menor e ndo muda de posi¢ao.
O 3 ird para a 3% posi¢@o no lugar do 5, que estd na posicao inicial do 1, e o
5 vai para a 4* posi¢do, onde estava o 3. Realizada a troca, teremos a tltima
comparagao.
Passo X. 5 compara com 4, 4 ¢ menor e muda de posi¢do com 5. O 4 vai
para a 4 posicdo e o 5 para a 5* posicao.

A representacdo dos procedimentos realizados resume-se na tabela

abaixo.

Utilizando o mesmo raciocinio da equacéo (6.I)), para um vetor de n
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Tabela 6.2: Exemplo do Selection Sort com 5 elementos, n = 5, represen-
tando o caso médio.

VETOR | N° de comparacoes
5-3-1-2-4 | 4 comparacdes (5e3,3el,1e2,1¢e4)
1-5-3-2-4 | 3 comparacdes (5e3,3¢e2,2¢e4)
1-2-5-3-4 | 2 comparacdes (5e 3,3 e 4)
1-2-3-5-4 | 1 comparacdo (5 e 4)
1-2-3-4-5 | (n—1) iteragdes: vetor ordenado

Fonte: Adaptado de Oliveira (2004).

elementos, temos o total de Comparagdes C,, dado por:

-1 2
C,-:(n—l)+(n—2)+...+1:n(n ):n——
= 2 2

=

(6.2)

NS

Sua eficiéncia é representada assintoticamente por O(n*) em qualquer
caso e, por isso, € considerado de péssimo desempenho em comparagao
com outros algoritmos.

6.2.2.3 Quick Sort

Serd visto nesta se¢do um Algoritmo de Ordenag¢do chamado Quick
Sort. Ele utiliza uma estratégia de ordenacdo por comparagdo bastante
diferente das duas abordadas anteriormente. Ela é conhecida por divisdo e
conquista. Nesse tipo de Algoritmo de Ordenagdo, o vetor é dividido em
duas partes, a partir de um elemento denominado piv0, sendo colocados,
antes do pivd, os elementos menores ou iguais a0 mesmo e, depois dele,
os elementos maiores. O processo se repete em cada uma das partes
sucessivamente até que se obtenha partes com apenas um elemento.
Para finalizar, acontece o que se chama de conquista: os resultados sio

combinados e obtém-se a ordenacio requerida. E um algoritmo bastante
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popular, considerado rapido e eficiente. Utiliza técnicas de recursao sendo
considerado complexo e ndo estdvel. A escolha do pivd, bem como a
forma de particionamento, sdo situagdes que ndo serdo levadas em conta
neste estudo, interessando apenas a andlise e comparagdo com os demais
algoritmos acima. No esquema a seguir, apresenta-se um exemplo de como
seria a ordenacao utilizando a estratégia de divisdo e conquista do Quick
Sort.

Dado o vetor Q = (5,3,4,9,1,7,6,8,2), sendo n = 9. Uma das possiveis

ordenacdes utilizando o Quick Sort seria:

[5]31[4][o][1][7][s][8][2]

Considere 5 o pivo escolhido.

Considere r a dltima posi¢ao dos elementos que formam o vetor e p # r
qualquer outra posicdo que um elemento ocupa no vetor. Apds a escolha do
pivo, este fica na posi¢ao r e, para que os valores menores que o pivo fiquem
antes dele e os valores maiores que ele fiquem depois, as comparacdes
ocorrem da seguinte maneira: sdo criadas duas varidveis i e j representando
as posi¢oes dos valores. Essas varidveis serdo usadas para percorrer o vetor
de entrada de modo que cada posi¢do i seja percorrida da esquerda para
direita, para localizar elementos com valores menores que o pivo, e cada
posicao j seja também percorrida da esquerda para a direita, até localizar
elementos maiores que o pivd. Inicia-se com i = j — 1. Ao mesmo tempo
em que j percorre o vetor, na busca dos valores maiores que o pivo, i vai,
logo apés, localizando os valores menores que o pivd. A medida que forem
localizando, respectivamente, valores maiores € menores, eles passam para
a posi¢do imediatamente posterior até que j localize um valor menor que o
pivo e i localize um valor maior que o pivd. Nesse caso, o valor de posi¢ao
J troca de lugar com o valor de posicao i. O procedimento continua até
que todos os valores menores que o pivd estejam numa posi¢ao p <ie os
valores maiores que o piv0 estejam numa posi¢do i < p < j. Feito 1sso0, 0

pivO ocupard a posicao i + 1.
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Com relagdo ao vetor Q teremos:

Bl l4llojl7lsl8][2] [s

l*} ]

Bl 14 o]ui7][e][8][2] I

l% j%

ll @II@I

]

ll@ II@I

t—> j—>

{ <H ‘<-

*{

Aqui, o valor 1 muda de posi¢do com o valor 9 e continuamos com o

vetor no seguinte formato:

3]l4] 1] [o] [7] I@II

t—> j—>
3][4][1] [9] [7][6][s][2]
i—»  j—

@@

v

{

4>

lll@l@l
lll@l@ll

r

Observe que ocorreu, simultaneamente, de j localizar um valor
menor que o pivo 5 e i localizar um valor maior que o pivo 5. Dai, o va-

lor 2 muda de posi¢do com o valor 9, ficando o vetor com nova configuragao.

@ @
i— j= T
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Temos que j estd na posi¢ao r — 1 e ja encerrou o percurso pelo vetor, de
modo que o valor na posi¢do i também ndo sofrerd mais nenhuma troca
com algum valor de posi¢do j. Assim, o pivO 5 de posi¢do r ocupard a
posicdo i+ 1 e ficaremos com dois subvetores: o primeiro antes do pivo,
com elementos menores que 5 e o segundo, depois do pivo, com elementos

maiores que 5.

5]
3llalln]l2] [7]le](8][9]

Escolhemos agora, nos subvetores, os pivds 3 e 9, respectivamente,
ocorrendo o mesmo procedimento nos subvetores quando o pivo foi 5. A

configuracao nos dois subvetores fica:
[2]03][4]  [7]ls](8][9]
Agora escolhemos nos subvetores e @ os pivOs | 1] e

@, respectivamente. Novamente a estratégia de divisdo € efetuada e os

subvetores ficam com a seguinte ordem:

izl e [ol[7]8]

Apesar de o vetor ja estar ordenado, os subvetores sofrem subdivisdes
até que se obtenha o ultimo subvetor com tamanho unitdrio. Desse modo, no
subvetor nao unitario, , escolhemos o pivd 7 . Executando novamente
o procedimento de divisdo do Quick Sort, fica o vetor ordenado da seguinte

maneira:

[(2][3]14[s][6][7[8][9]

Observe que a escolha do pivo € aleatdria, mas o pivo ideal seria aquele
que dividisse o vetor ou subvetor em tamanhos aproximadamente iguais, ou
seja, um pivO que represente um valor mediano do vetor ou subvetor. Con-

tudo, isso ndo ocorre na prética, € a escolha aleatéria dos pivOs acarretam
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nas situagdes de melhor caso, pior caso ou caso médio. No melhor caso,
o particionamento produz segmentos(subvetores) de tamanhos iguais; ja o
pior caso ocorre quando o pivo € o maior (ou menor) elemento do vetor ou
subvetor. O caso médio ocorre quando o particionamento é desbalanceado,
como, por exemplo, numa parti¢io em que todos os subproblemas estejam
na propor¢ao 1 para 8 em cada nivel.

A seguir, faz-se uma abordagem matematica na anélise da complexidade,
para o melhor caso do Quick Sort, que se mostre clara e acessivel para o
Ensino Médio e auxilie os professores na obten¢do da complexidade de tal
algoritmo. A comparacao por arvore de distribuicao binéria foi a escolha
que se julgou mais vidvel para se conjecturar a fungdo que representa o
desempenho do Quick Sort.

Figura 6.1: Arvore de distribuicdo bindria do Quick Sort, no melhor caso,

para um vetor de n elementos.

2 2
PRI PRI
(n—3) 1 (n—3) (n—3) 1 (n—3)
7 7 7 i
/1N /1N /1N /1N
1) | ) @) | b e ) @)
8 8 8 8 8 8 8
1 1 1-- 1 1

Fonte: Adaptado de Silva (2013).

Na tabela a seguir, apresenta-se uma compilagdo do que esta representado
na arvore anterior, com o intuito de facilitar a obtencdo da funcdo que
representa o desempenho desse Algoritmo de Ordenacao.

Por questdes didaticas, ndo detalharemos o procedimento matematico

que traduz a andlise assintética do Quick Sort, apenas mostraremos 0s
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Tabela 6.3: Resumo da distribui¢@o bindria do Quick Sort representada na

Figura (6.1).

Niveis(altura) | N° de subproblemas | Tamanho do subproblema

0 1 n

1 2 (n—1)/2
2 4 (n—3)/4
3 8 (n—17)/8
j 2j [n_(ij_l)]

Fonte: Adaptado de Silva (2013).

resultados obtidos e deixaremos a anédlise dos detalhes em Santos (2020, p.
60).

Sabendo-se o valor de | j|, é possivel calcular o trabalho total, indicado

por T'(j), bastando somar o trabalho por nivel ao longo dos niveis, isto é:

J, [loz2 5
T(j)=) (n=2"4+1)= (n—=2"4+1)=
i=1 i=1
{logz @J Llogz (";I)J {logz @J (6.3)
n— Y 2+ Y 1
. i=1 PN i=1 i=1 .
T I 11

Em cada parcela anterior, a que possui maior ordem de crescimento €
(I), ficando a complexidade do trabalho total 7'(j) realizado pelo Algoritmo
Quick Sort, para o melhor caso, representada assintoticamente por O(n -
log,n) ou O(n-logn).
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6.2.2.4 Comparacao grafica das complexidades dos algoritmos de or-
denacao

Observou-se, nas se¢des antecedentes, algumas leis algébricas de fun-
coes representando o total de comparacdes, bem como as complexidades
dos Algoritmos de Ordenacgdo analisados. Faremos uma comparacao de
tais desempenhos inicialmente numa tabela e posteriormente por grafico. A
visualizagdo grafica expressa bem o comportamento assintético das funcdes
que os representam. Vale salientar que a utilizacdo de linguagens varia-
das, para expressar os resultados mateméticos obtidos ao se analisar os
algoritmos, € bastante relevante para que se desenvolvam as competéncias

requeridas na BNCC.

Tabela 6.4: Tabela de comparacdo do desempenho assintético dos Algorit-
mos de Ordenagao

N° de | Bubble Sort: | Selection Sort: | Quick Sort:
elementos O(n) 0(n?) | O(n-logyn)
2 2 4 2

4 4 16 8

16 16 256 64

256 256 65.536 2048

1.024 1.024 1.048.576 10.240

Fonte: Elaborada pelo autor.

E notério na tabela anterior que, no melhor caso, o Bubble Sort é
sempre mais eficiente que os outros dois Algoritmos de Ordenagdo, mas
o Quick Sort se mostra mais eficiente que um algoritmo de complexidade

Quadrética.

A complexidade O(n -logn), chamada de linearitmica, possui uma
taxa de crescimento maior que uma complexidade linear O(n) e menor
que qualquer complexidade polinomial, como é o caso de O(n?). Sabe-se
que a andlise assintdtica Big-O compara as funcdes no limite superior, ou

seja, quando a quantidade n de elementos do vetor € suficientemente grande.



Capitulo 6. Sobre algoritmos 187

Figura 6.2: Grafico de comparacdo assintotica dos Algoritmos de Ordenagao

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um algoritmo € dito mais eficiente que outro quando sua complexi-
dade possui assintoticamente uma taxa de crescimento menor, portanto,
conclui-se que O(n) < O(n-logn) < O(n?).

O caso médio do Quick Sort se aproxima do melhor caso, tendo sua
complexidade O(n -logn) também e, apesar do seu desempenho no pior
caso ser O(nz), na média, sua performance é excelente, o que o faz ser tao

popular.

6.2.3 Sequéncia didatica

O objetivo da sequéncia didética foi propor as atividades de modo a
abordar os contetidos matematicos concernentes aos Algoritmos de Ordena-
¢do e desenvolver, gradualmente, os conceitos ligados ao tema, bem como
as competéncias e habilidades em matematicas da BNCC.

No capitulo 4 de Santos (2020), propomos uma sequéncia didatica com
oito aulas, mas fizemos um recorte apenas para ilustrar a forma como se
propde a abordagem do tema no Ensino Médio. Escolhemos a aula 5 a

seguir:

5* aula: Ordenando com os Algoritmos Bubble Sort, Selection Sort
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e Quick Sort. *Procedimentos A turma serd dividida em equipes que
receberdo a Ficha 3 (ver modelo sugerido) e cinco fichas ou cartas de
baralho numeradas. As fichas deverdo ser ordenadas de trés formas
diferentes, utilizando as estratégias do Bubble Sort, Selection Sort e Quick
Sort respectivamente, registrando todo o procedimento. O professor pede
para cada equipe socializar suas respostas € comparar com as estratégias
que foram criadas pelos estudantes em outra aula. Os estudantes ainda nao
estardo instigados a desenvolver a modelagem e escrever algebricamente
a funcdo que representa a complexidade. Se limitardo a executar o

procedimento de cada algoritmo.
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Ficha 3

1) Cada equipe esté recebendo cinco cartas com valores diferentes. Como por
exemplo: @ . Estas cartas deverdo ser ordenadas utilizando os
Algoritmos de Ordenacgdo a seguir e registrar todo o processo em um material
a parte.

Ordenando com o Bubble Sort: Se o objetivo é ordenar os valores em forma
crescente, entdo, a posicao atual é comparada com a proxima posicao e, se a
posicdo atual for maior que a posi¢do posterior, € realizada a troca dos valores
nessa posi¢cao. Caso contrario, ndo € realizada a troca, apenas passa-se para o

préoximo par de comparacoes.

Ordenando com o Selection Sort: A ordenacdo por selecdao ou Selection Sort
consiste em selecionar, por comparagdo, 0 menor item e colocar na primeira
posi¢do, selecionar o segundo menor item e colocar na segunda posicao, segue

estes passos até que reste um unico elemento.

Ordenando com o Quick Sort: O vetor é dividido em duas partes a partir
de um elemento denominado piv0, antes do pivd sdo colocados os elementos
menores ou iguais a0 mesmo e depois dele os elementos maiores. O processo
se repete em cada uma das partes (subvetores) sucessivamente até que se
obtenha partes com apenas um elemento. Para finalizar, os resultados sao

combinados e obtém-se o resultado esperado.

As competéncias e habilidades relacionadas a essa aula (atividade) sdo:

6.2.3.1 Competéncia especifica 3 da BNCC

Utilizar estratégias, conceitos, defini¢des e procedimentos matematicos
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos
contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequagao das

solugdes propostas, de modo a construir argumentos consistentes.
6.2.3.2 Habilidade 15
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Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um
algoritmo que resolve um problema.

6.2.3.3 Competéncia especifica 4 da BNCC

Compreender e utilizar com flexibilidade e precisao diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacio-
nal, etc.) na busca de solu¢do e comunicagao de resultados de problemas.
6.2.3.4 Habilidade 05

Utilizar conceitos iniciais de uma linguagem de programacao na imple-
mentagdo de algoritmos escritos em linguagem corrente e/ou matematica.
Além desse tipo de atividade apresentado na 5* aula da referida sequéncia,
outras podem ser propostas com o tema envolvendo jogos e brincadeiras,
modelagem matematica e representacdo grafica. Como foi apresentado na
Secdo[6.2] o tema Algoritmos de Ordenagdo propicia o desenvolvimento de

competéncias e habilidades relacionadas a diversos contetidos matematicos.

6.3 Consideracoes finais

O estudo em tela mostrou que € possivel uma abordagem didética dos
Algoritmos de Ordenac¢do no Ensino Médio sem a presenca de estruturas
de programacdo computacional, e que essa abordagem favorece o desen-
volvimento de competéncias e habilidades que constam na BNCC. Sao
varios os conteudos matematicos relacionados com o tema como Numeros,
Algebra e Geometria. Apesar de termos suprimidos o contetido matematico
mais denso nesse artigo, o tema engloba o estudo e aprofundamento de
séries aritméticas e geométricas, funcao afim, funcao quadrética e funcado
logaritmica.

A notacdo assintética O - grande nao se enquadra no Ensino Médio,
mas pode ser apresentada complementarmente na abordagem do tema como
um ganho na aprendizagem. O tema aqui proposto € recorrente nos cursos
de graduacdo em computacdo, mas como consta na BNCC, que € um
documento recente, sua inclusao no Ensino Médio se faz necessaria e se

mostra vidvel. Dai, é importante que o tema possa ser mais pesquisado e
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aprofundado pelo meio académico e que mais subsidios como sequéncias
didaticas possam ndo apenas serem construidas, mas também possam ser

aplicadas e seus impactos educacionais avaliados.

6.4 Referéncias bibliograficas

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais de Matematica. Brasilia:
MEC, 1998. 148 p.

BRASIL. Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PC-
NEM). Brasilia: MEC, 2000. 148 p.

BRASIL. PCN+ Ensino médio: Orientacdes educacionais complemen-
tares aos Parametros Curriculares Nacionais-Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias. Brasilia: MEC, 2002. 142 p.

BRASIL, M. d. E. Base Nacional Curricular Comum. Brasil: MEC,
2018.

CORMEN, T. H. et al. Algoritmos: Teoria e Pratica, traduciao da se-
gunda edicao, [americana]. Sdo Paulo: Editora Campus, 2002.
OLIVEIRA, P. R. de. Algoritmos e Programacao de Computadores.
2004. Disponivel em: <https://slideplayer.com.br/slide/364011/>.
PERNAMBUCO, C. Parametros para a Educacio Basica do Estado de
Pernambuco. Recife-PE: Governo de Pernambuco, 2012.

RIBEIRO, M. R. da C. Grafos, Algoritmos e Programacio. 152 p. Dis-
sertacdo (Mestrado) — UFRPE, Recife-PE, 2018.

SANTOS, I. F. dos. Algoritmos de Ordenacao: uma abordagem di-
datica para o ensino médio. 78 p. Dissertacdo (Mestrado) — UFRPE,
Recife-PE, 2020.

SILVA, A. P. C. da. Classificacao de dados por troca QuickSort. 2013.
Disponivel em: <https://slideplayer.com.br/slide/364011/>.






Capitulo 7

Teoria dos nimeros no ensino
basico: uma proposta de texto
didatico

Me. Josemar Claudino Barbos
Dra. Barbara Costa da SilV?E]
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7.1 Fundamentos tedricos e metodologicos

7.1.1 Divisibilidade

A Teoria dos Nimeros € o ramo da matemadtica pura que estuda propri-
edades dos nimeros inteiros, bem como a larga classe de problemas que
surge no seu estudo. O termo aritmética (arithmetiké) vem do idioma grego
e literalmente significa ciéncia dos nimeros, sendo também usado para se
referir a Teoria dos Nimeros.

Um conceito muito importante no estudo da Teoria dos Nimeros é
chamado de divisibilidade. Mas, do que trata tal conceito? Vejamos a

seguir.

Definicao 1. Sejam a e b inteiros com a # 0. Dizemos q
43 errors36 warnings ue a é um divisor de b ou que b é um miiltiplo de
a, se existir um inteiro c tal que b = a - ¢ (indicamos a|b). Caso contrdrio,

expressamos a | b.
Exemplo 1. 8|24, pois 24 =3.8.

E fécil ver que 1|a para todo a inteiro, a|a e a|0 para todo a # 0, a €
Z.. De fato, temos que a = 1 -a, paratodo a € Z e que 0 = a -0, para todo
inteiro a, a # 0.

As propriedades a seguir serdo de fundamental importancia, pois se
revelardo bastante tteis na resolu¢do de varios exercicios. A principio,
tente verificar por meio de alguns nimeros a veracidade de cada afirmacao

abaixo.

1. Sejam a, b e c inteiros, a # 0, b # 0. Se a|b e b|c, entdo alc.
2. Sejam a, b, c, e d inteiros, a # 0, ¢ # 0. Se a|b e c|d, entdo ac|bd.
3. Sejam a, b, m e n inteiros, com a # 0 e n # 0. Se an|am, entdo n|m.

4. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0. Se a|(b+c¢), entdo a|b se, e

somente se, alc.
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5. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0. Se a|(b— c), entdo alb se, e

somente se, alc.

6. Sejam a, b e c inteiros, com a # 0 . Se a|b e alc, entdo a|(bx £ cy)

para quaisquer x, y inteiros.

b,entdao b > a.

7. Dados a, b com a # 0. Temos que se a

Vejamos agora as demonstracdes de cada propriedade.

Demonstracoes:

1. Ora, se a|b, entdo podemos escrever b = am, para algum m € Z. Por
outro lado, como b|c, entdo podemos escrever ¢ = bn, para algum

n € Z. Portanto, teremos que ¢ = bn = a(mn), 0 que mostra que d|c.

2. Ora, se a|b entdo podemos escrever b = am para algum m € Z. Por
outro lado, se c|d entdo d = cn, para algum n € Z. Dai, temos que
b-d = (ac)(mn), o que mostra que ac|bd.

3. De fato, como an|am, temos que existe k inteiro tal que am = (an)k.
Ora, como a # 0, podemos dividir ambos os membros por a, o que

vai resultar m = nk, o que mostra que n|m.

4. Como a|(b+-c), existe k € Z tal que b+ c = ak. Mais ainda, como a/|b,
temos que existe r € Z tal que b = ar. A partir das duas igualdades,
concluimos que

ar+c = ak,

Logo, temos que
c=ak—ar=alk—r),

o0 que implica que a|c. Ficard como exercicio para o leitor a demons-

tracdo da outra implicacao.
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5. A demonstragao dessa propriedade também fica a cargo do leitor, pois

tem uma demonstragdo andloga a propriedade anterior.

6. De fato, como a|b e alc, entdo existem inteiros m e n tais que b = am
e ¢ = an. Dai, temos que
bx+tcy=(am)x=+(an)y = a(mx)+a(ny) = a(mx+tny),para todox,y € Z,

portanto, conclui-se que a|(bx £ cy).

7. Essa ultima demonstracdo utiliza ideias andlogas as anteriores,

ficando, portanto, como exercicio para o leitor.

Exemplo 2. Prove que o niimero N = 5%362 _7 nao é divisivel por 5.

Solucao 1. Suponhamos que esse niimero fosse divisivel por 5. Pela

propriedade 5 acima, temos que se 5|545362 —7, entdo 5

7, o que ndo é

verdade, mostrando assim que 5 J5*36% — 7.

Exemplo 3. Se a e b sdo dois niimeros naturais e 2a + b é divisivel por 13,

mostre que 93a+ b também é miiltiplo de 13.

Solucdo 2. De fato, temos que 93a+b = 9la+ (2a+b). Ora, como
13|91a, pois 91a = 13- (7a) e, por hipdtese, 13|2a+ b, concluimos que
1393a -+ b.

Definicao 2. Chamamos de conjunto dos divisores naturais de um natural

n dado, e indicamos por D(n), os naturais de quem n é miiltiplo.
Exemplo 4. Sendo n = 20, temos D(20) = {1,2,4,5,10,20}.

Se D(n) tem exatamente dois elementos, isto é, D(n) = {1,n}, dizemos
que n é um numero primo. O numero 7 possui apenas dois divisores, 1 e 7,
portanto é um nimero primo.
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7.1.2 Divisao Euclidiana

O algoritmo da divisdo, apesar de sua simplicidade, ¢ uma das
ferramentas mais poderosas no estudo da Teoria dos Nimeros. Apresentado
pelo matematico Euclides, € bastante ttil na resolu¢do de muitos problemas.
Vimos no tdpico anterior que um ndmero inteiro b € divisivel por outro
a # 0, se existir um inteiro c, tal que b = a-c¢ . Mas, quando b ndo é
divisivel por a, isto é,a ,/é o algoritmo da divisdo que possibilitard as
devidas representacdes desse processo. Vamos, entdo, ao enunciado desse

importante resultado.

Teorema 1 (Algoritmo da divisdo). Dados dois inteiros b e a, com a # 0,

existem dois tinicos inteiros q e r, tais que:
b=a-q+r, com 0<r<|al,

Nesse caso, o niimero b é chamado de dividendo, a é chamado de divisor, g

€ chamado de quociente e r é chamado de resto da divisdo.

Exemplo 5. Note que 13 =5-2+3 e isso significa dizer que, ao dividirmos
13 por 5, o quociente é 2 e o resto dessa divisdo é 3.

Exemplo 6. Vejamos também que 4 =5 -0+ 4, ou seja, na divisdo de 4

por 5, o quociente é 0 e o resto é 4.

Exemplo 7. Ao dividirmos —19 por 5, obteremos g = —4 e r = 1.

Demonstragcdo. Considere o nimero inteiro a, com a # 0. Podemos escre-

ver o conjunto dos nimeros inteiros da seguinte forma:

Z=..U [—2a,—a) U [—a,O) U [O,a) U [a,Za) U [2a,3a) U..u [qa7(q—|—
a)U...
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Os subconjuntos descritos acima sao disjuntos, ou seja, sendo b um inteiro
qualquer, temos que b pertence a apenas um desses subconjuntos, sendo

portanto tnico. Mais ainda, podemos escrever:

ga<b<(q+1l)a=qa+a=0<b—qga<a
~——

r

Desta forma, r € inicamente determinado e
b=ga+r,com0<r<a

O]

Uma das importantes consequéncias do algoritmo da divisdo é saber
que, ao dividirmos um inteiro b por um inteiro a, a # 0, o resto r dessa
divisdo pertence ao conjunto {0,1,2,3,...,a— 1}. Estudando o caso em que
a = 2, temos que o resto r da divisdo de b por a serd O ou 1. Se r = 0, temos
que b =2 -¢g, com q inteiro e, nesse caso, dizemos que b € um nimero par.
Se r =1, escrevemos b = 2- g+ 1, com g inteiro e, nesse caso, dizemos
que b € um nimero impar. Tal andlise permite-nos generalizar e dizer que
todo inteiro b pode ser expresso na forma2-gou2-g+1, com g € Z.
Analogamente, no caso em que a = 3, temos que b serd da forma 3 - g,
3-q+10ou3-g+2, com q inteiro.

A seguir, estudaremos um importante resultado conhecido como lema

dos restos.

Lema 1 (Lema dos restos). A soma e o produto de quaisquer dois niimeros
inteiros deixa o mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos,

respectivamente, na divisdo por um inteiro a, a # 0.

Demonstragdo. Sejam ny e np € Z . Ao fazermos a divisdo com resto

desses dois nimeros por a, teremos:
ny =aqy+rieny =aq;+r;

em que 0 < ry,rp < a. Dai, teremos:
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mny = (aqi+ri)(agx+r)
= aquqz +aqiry +aqary +r1r;
= alaqiq2 +qir2+qar1) +r1r2
= aq+rn (7.1)

onde consideraremos g € Z e q = aq1q> + q1r> + g»2r1. Mais ainda, ao

dividirmos ryr; por a, teremos:

rnr=ap+r, peZ, 0<r<a (7.2)

Dai, de (7.1) e (7.2)), conclui-se que
mny =aq+ap+r=a(p+q)+r,0<r<a

]

A demonstracdo para a soma € muito simples e tem procedimento andlogo

ao anterior, ficando, portanto, como exercicio.

3250

Exemplo 8. Qual é o resto da divisdo de por4?

Solucdo 3. Note que, ao dividirmos 3> =9 por 4, o resto serd 1. Como
320 — (32)125 temos, pelo lema dos restos, que o resto da divisdo de 3*°

por 4 serd igual ao produto 1 -1-1-1----1=1.
—_——
125 fatores

Exemplo 9. Qual é o resto da divisdo de 3'%° 4 5% por 2?

Solucio 4. Inicialmente, note que o resto da divisdo de 3 por 2, é 1. Por-
tanto, pelo lema do resto, temos que o resto da divisio de 3'%° por 2 serd

100

igual a 1'"*Y = 1. Por outro lado, o resto da divisdo de 5 por 2 também é

5% por 2 serd igual a 1% = 1

igual a 1; sendo assim, o resto da divisdo de
e, consequentemente, o resto da divisdo de 3100 4 545 por2sera 1l +1=2.

E claro que, cfomo o divisor é 2, o resto serd, portanto, igual a 0!

7.1.3 Nuameros primos

Agora, vamos estudar um tema que ha bastante tempo tem sido objeto

de estudo de varios mateméticos: 0s nimeros primos.
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Definicao 3. Niumero primo. Um niimero inteiro p > 1 ¢é dito primo se
possui apenas dois divisores positivos: 1 e p. Sdo exemplos de niimeros
primos, os nimeros 5, 17, 19, 71, etc. Quando um niimero inteiro positivo

ndo é primo, ele é chamado de niimero composto.

A aplicabilidade dos nimeros primos no nosso cotidiano € vasta. Por
exemplo, podemos citar o método de criptografia (conjunto de regras que
visa codificar informa¢des) RSA, um sistema criado pelos matematicos
Ron Rivest, Adi Shamir e Leonard Adleman na década de 70, que permite
a seguranca do uso de cartdes de crédito, criando nimeros primos de até
100 digitos. Hoje em dia, ja s@o usados nimeros primos com 600 digitos,

objetivando uma maior seguranca.

Teorema 2 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural
maior do que 1 ou é primo ou pode ser escrito de forma tinica, como

produto de niimeros primos.

Demonstracdo. Sejan um ndmero inteiro tal que n > 1. Mais ainda, seja p
o menor entre os divisores de n diferentes de 1. Temos assim que p; € primo
ou composto. Suponhamos que p; seja composto. Dai, existird um inteiro
d, 1 <d < py, de forma que d|p;. Ora, como d|p; e pi|n, concluimos,
pela propriedade 1 estudada na discussio sobre divisibilidade, que d|n. No
entanto, essa conclusdo vai contradizer a escolha de p;. Logo, p; € primo.

Mas, como pi|n, existe m; € N, tal que n = p; - m,. Dai:

Se my = 1, temos n = pp, portanto, n € primo.

Se m > 1, entdo podemos fazer o mesmo procedimento que fizemos para
o valor de n, ou seja, teremos m| = p; - my, cOM p, primo e, consequen-
temente, podemos escrever n = py - py-mp, com 1 < my < my e py,p2
primos.

Se tivermos my = 1, teremos n = py - p> €, assim, terminariamos a prova.

Se my > 1, de maneira andloga, podemos decompor m, assim como fizemos

com mj.
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Dando continuidade a esse procedimento, obtemos nudmeros primos
P1,P2,P3,...,pi € uma sequéncia de nimeros naturais m; > mp > m3 >
...>m; > 1, de forma que, sempre que m; > 1, podemos continuar a de-
composi¢do de n. Ora, como entre 1 e n existe uma quantidade finita de
ndmeros naturais, haverd, na decomposi¢ao de n, um tltimo passo, no qual

teremos m ji= le, portanto:

n=pi-p2-p3---Pj, COM p1,P2,P3,..., Pj Primos.

]

Exemplo 10. Notemos que 18 =3-3-2=32.2,40=2.2.2.5=23.5¢
800=2-2-2-2-3-5.5.7=24.3.52.7

Uma importante consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética
estd no fato de descobrirmos a quantidade de divisores positivos de um
nimero natural n. Representando por d(n) o nimero de divisores posi-
tivos de n, € sendo n = p‘f‘1 -p(z)‘2 . -p,‘f", onde py,p2,- -+, Pk SA0 primos e
ap, 00, ..., 0y € N, entdo:

D(n) = (o1 +1)- (o + 1)~ (0 + 1)

De fato, todos os divisores de n serdo da forma n = pi' - p3*--- plr{k,

comr; € {0,1,...,a;}, que é um conjunto que possui, obviamente, & + 1
elementos. Por outro lado, temos que r, € {0,1,..., %} , que por sua vez,
possui ap + 1 elementos e assim por diante. Portanto, é fécil ver, pelo
Principio Multiplicativo, que o nimero de divisores positivos, d(n), do

natural n serd dado pela expressdo vista anteriormente.
Exemplo 11. Encontrar o niimero de divisores positivos do niimero 80.

Solucfio 5. Temos que 80 = 2*-5. Dai, é fdcil ver que D(80) = (4+1) -
(1+1)=5-2=10.

Teorema 3. O conjunto dos niimeros primos é infinito.
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Demonstracdo. Suponhamos que exista um primo p, tal que p, seja o
maior nimero primo. Sejan € N tal que n = py-p2-p3---pn+ 1, onde
p1=2,p2»=3,p3=35,.... Logo, como n > 1, pelo Teorema Fundamental
da Aritmética, existe pelo menos algum primo p, tal que p|n. No entanto,
COmo pi, P2, P3, P4, ---, Pn S0, por hipétese, os tinicos primos, concluimos
que p|p1-pa2- p3- pa--- pn. Dai, pela propriedade 4 estudada na discusséo

sobre divisibilidade, temos que p

1, o que € absurdo, pois o Unico inteiro
positivo divisor de 1 é ele mesmo. Portanto, qualquer que seja o primo
Pn, €Xistird sempre um outro primo p,, tal que p,, > p,, a partir do que

concluimos que a quantidade de primos € infinita. [

Dando prosseguimento, veremos uma proposi¢ao que servird para estu-
darmos um importante procedimento, conhecido como Crivo de Eratdstenes,
procedimento esse utilizado para descobrir se um nimero positivo inteiro é

primo.

Proposicao 1. Seja n um niimero natural maior que 1. Se n é um niimero
composto, temos entdo que o menor divisor, diferente de 1, de n é < \/n,
isto é, se os divisores de n, diferentes de 1, forem maiores que /n, entdo n

é primo.

Demonstracdo. Com efeito, seja p o menor divisor de n, diferente de 1.
Temos entdo que n = pg, com g > p. Se multiplicarmos cada membro da
desigualdade por p, o resultado ser4:

n=pq>p*

dai, segue que \/n > p. O

O crivo de Eratdstenes - Trata-se de um algoritmo criado pelo matematico
grego Eratéstenes (285 - 194 a.C) cujo objetivo € encontrar, até determinado
nuimero 7 inteiro positivo dado, quais sdo 0s nimeros primos menores ou
iguais a ele. De acordo com esse algoritmo, inicialmente lista-se numa
tabela todos os inteiros positivos ordenadamente, a partir de 2, até o n, isto

€,

2,3,4,,5,6,7,8,9,...,n



Capitulo 7. Teoria dos nimeros 203

Apds isso, marca-se com um X o primeiro nimero primo da tabela, no caso
0 2 e em seguida circula-se todos os multiplos de 2 da tabela por serem
todos eles compostos. O primeiro nimero que nao foi circulado, apds o
2, foi o 3, que € préximo numero primo da tabela. Dai, o procedimento
prossegue , ou seja, marca-se com um X o nimero 3 e circula-se todos
os multiplos de 3 da tabela. O processo serd repetido até que o primeiro
nimero néo circulado na tabela seja maior que /n, devido a Proposicéo 1.
A partir dai, todos os nlimeros restantes s30 0s primos menores ou iguais a
n.

Um dos problemas mais famosos relacionados aos nimeros primos e
que ainda nio foi provado, sendo portanto ainda uma conjectura, ¢ chamado
de Conjectura de Goldbach. Em 1742, o matemético Christian Goldbach
enviou uma carta para outro matematico, cujo nome era Leonhard Euler.
Nessa carta, Goldbach afirmava que todo nimero natural par, maior ou igual
a 4, podia ser expresso como a soma de dois nimeros primos. Vejamos

alguns exemplos:
4=242,22=19+3,70=59+11.

Outro importante matemadtico, Pierre de Fermat (1601 — 1665), fasci-
nado pela beleza dos nlimeros primos, tentou criar uma férmula através da
qual pudéssemos encontrar qualquer nimero primo. Tal busca levou Fermat

a conjecturar que sao primos todos os nimeros F,, da forma:
n
F,=2%"+1,

sendo n um inteiro ndo-negativo.
Fermat conseguiu verificar a veracidade de tal conjectura para os se-
guintes casos:

n=0=F,=2"+1=3
n=1=F=241=5
n=2=FH=2241=17
n=3=F=2211=257
n=4= F =22 11=65537
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O ndmeros acima sao chamados de Primos de Fermat. O problema é que a
partir de n > 5, Fermat conjecturou que todos os proximos nimeros seriam
primos. Porém, outro grande matematico citado anteriormente, Leonhard
Euler (1707 — 1783), mostrou que, para o caso n = 5, o nimero obtido é
composto. De fato,

Fs = 2% 41 = 4294967297 = 641.6700417,

que é, consequentemente, um nimero composto.

7.1.4 Maximo divisor comum - MDC

Considere todos os divisores positivos dos nimeros 36 e 42:
D(36) ={1,2,3,4,6,9,12,18,36} e D(42) = {1,2,3,6,7,14,21,42}

Note que o maior nimero que € divisor de 36 e 42, ao mesmo tempo, é
6. Dizemos que 6 € o mdximo divisor comum de 36 e 42 e escrevemos
(32,42) =6.

Definicao 4. Sejam a,b € Z com pelo menos um deles diferente de zero. O
mdximo divisor comum de a e b (MDC) é um inteiro positivo d tal que d é o
maior dentre os divisores positivos comuns de a e b. Escrevemos (a,b) = d.

Se (a,b) =1, dizemos que a e b sdo primos entre si.

E ficil ver que, sendo a € Z, temos que (a,0) = |a|,(a,1) = 1 e que
(a,a) = |a|. As proposi¢des a seguir sdo de grande importincia na teoria

dos nimeros, em especial para o cdlculo do MDC de niimeros inteiros.

Proposicao 2. Sejam a e b dois inteiros, com pelo menos um deles diferente

de zero. As seguintes afirmagoes sdo vdlidas:

(i) Se a é miiltiplo de b, entdo (a,b) = |b|,b # 0.

(ii) Se a=bqg+ c, com c # 0, entdo o conjunto dos divisores comuns de a e b é

igual ao conjunto dos divisores comuns de b e c e temos, em particular, que

(a,b) = (b,c).
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Demonstragdo. Inicialmente, demonstraremos (7). De fato, se um inteiro
pertence ao conjunto dos divisores comuns dos nimeros a e b, entdo, em
particular, ele também é divisor de b. Mas, como b|a, segue que todo divisor
de b também € divisor de a. Dai, o conjunto dos divisores comuns de ae b
¢, portanto, igual ao conjunto dos divisores de b. No entanto, como 0 maior
inteiro que divide b é ele mesmo, concluimos que (a,b) = b.
Para provarmos (ii), utilizaremos a propriedade 4 estudada no tépico
de Divisibilidade. Baseados nela, temos que todo divisor comum de a e b
também € divisor de c e, portanto, divisor de b e c. Por outro lado, todo
divisor comum de b e ¢ também € divisor de a e, assim, também é um
divisor de a. Logo, os divisores comuns dos inteiros a € b também sdo
0os mesmos que os divisores comuns dos inteiros b e ¢ o que resulta que
(a,b) = (b,c).
]

Exemplo 12. Sejam a =15 e b =5. De (i), temos que (15,5) =5

Exemplo 13. Sendo a =28 e b = 8, temos 28 =3-8+4. Logo, por (ii),
concluimos que (28,8) = (8,4) = 4.

Teorema 4 (Algoritmo de Euclides). Dados dois inteiros positivos a e b,

considere as divisoes sucessivas, para obtermos:

a = bg + 7, O<r<b

= rqr + r, O<ri<r
r = riqx + r, 0<n<n
ry = +

mnqgs r3, 0<r3<r2

Tk = Tkr1Gk+2 + Te2s 0<rgio<rig
Fe1= Tk+24k+3

até algum ry o dividir ryy . Assim, temos que (a,b) = ryi o, que € o iiltimo

resto ndo-nulo das divisoes sucessivas anteriores.

Demonstragdo. E facil ver que processo de divisdes sucessivas descritos

acima € finito. De fato, pelo algoritmo da divisdo, temos que b > rog > ry >
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ry > ..., €, se essa sequéncia de restos ndo fosse finita, em algum momento
terfamos um resto negativo, o que é absurdo. Mais ainda, analisando as
igualdades de cima para baixo, como também utilizando a Proposicao 2,

concluimos que:

(Cl,b) = (b,l’()) - (r07r1> == (Fk+1,rk+2) = Fk+2

Exemplo 14. Calcular (1320,35).

Solucio 6. Baseados no algoritmo de Euclides, tal cdlculo serd realizado

da seguinte forma:

1320/ 35 35| 25 25|£ m|i

23 37 10 1 2 2 0 2

Ou seja,

1320 = 35-37425
35 = 25-1+4+10
25 = 10-2+5
10 = 52

A partir dos resultados acima, temos que (1320,35) = (35,25) =
(25,10) = (10,5) = (5,0) = 5. Dai, (1320,35) = 5. Esse método é cha-
mado de divisoes sucessivas. Uma forma de representarmos as divisoes
sucessivas é usando uma grade conforme ilustrada abaixo para o cdlculo
de (1320,35). Utilizando esse mecanismo, (1320,35) serd o ultimo resto,

no caso, igual a 5.

Exemplo 15. Vejamos outro exemplo. Calculemos (60,42). Utilizando o

método descrito acima, temos:
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60 | 42 18
18 6

Portanto, (60,42) = 6. Note que, a partir desses dados, podemos

escrever:

18 = 60—42-1 (7.1)
6 = 42-18-2 (7.2)

Substituindo (7.1) em (7,2), teremos:

= 42— (60—42-1)-2
= 42-60-2+42-2
= 42.3-60-2

= 60-(—2)+42-3.

o o o o
|

Nesse tdltimo exemplo, o fato (60,42) = 60-(—2) +42 -3 serd generali-

zado a seguir.

Teorema 5 (Teorema de Bachet-Bézout). Seja d = (a,b). Entdo, existem

inteiros x e y de forma que:
d = ax+ by.

Demonstracdo. Com  efeito, considere o conjunto C =
{ax+by,comx,y€Z} e n = axg + byy o menor elemento de C.
Suponhamos, por absurdo, que n { a.  Pelo algoritmo da divi-

sdo, temos que a = ng+r, com 0 < r < n. Dai, r = a — ng.
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Substituindo o valor de n nessa ultima equagdo, teremos
r = a— (axo + byo)g = a — axoq — byoq = a(1 — xoq) + b(—yoq), ou
seja, r € C. Mas, como r < n, esse fato contraria a hipétese de n ser o
menor elemento de C. Portanto, n|a. De forma analoga, podemos provar

que n|b. Sendo assim, n é divisor comum de a e b. Agora, resta-nos mostrar

que n = d. De fato, como d|a e d|b, podemos escrever a = dq; e b = dqp.
Como n = axy + by, temos entdo, n = (dq;)xo + (dq2)yo, mais ainda,
n = d(q1xo+ q2y0), e dai concluimos que d|n. Como d = (a,b), segue que

d=n. [
Uma consequéncia importante desse Teorema € a proposicdo abaixo.

Proposicao 3. Dados a,b inteiros com pelo menos um deles diferente de

zero, se existirem inteiros r,s tais que 1 = ra+ sb, entdo (a,b) = 1.

Demonstracdo. De fato, sendo d = (a,b), temos que d|ra e d|sb, portanto
d|(ra+ sb). Dai, temos que d|1. Logo, d = 1. O

Uma outra proposi¢ao importante € a que veremos a seguir.
Proposiciio 4. Dados a, b e ¢ inteiros ndo nulos, entdo (a,b,c) = ((a,b),c).

Demonstragdo. Com efeito, sejam (a,b) =d, (a,b,c) =di, ((a,b),c) =d>.
Dai, temos que dz|c e d|d. Mas, como d|a e d|b, concluimos que d, divide

a,b e c. Portanto, d» < d;. No entanto, como d; divide a,b e ¢, temos que,

em particular, d; |a e d, |b, logo d;|d. Dai, segue que d; divide d e ¢, donde
seque que d||d e, portanto, d; < dp. Enfim, d| = dp, como queriamos

mostrar. =
Exemplo 16. Calcular (24,18,12).
Solucdo 7. Deixaremos a solugdo a cargo do leitor.

Proposicao 5. Sejam by,b;,bs, ..., b, inteiros com pelo menos um diferente
de zero, temos que (by,by,bs, ...,by,) serd o produto de todas as poténcias
p’, tal que p pertence ao conjunto de todos os primos que dividem simul-
taneamente by,by,bs,...,b,, e s é 0 menor expoente de p de forma que p*

divide, ao mesmo tempo, by,by,bs3, ..., by,.
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Exemplo 17. Calcular (24,18,12).

Solucdo 8. Notemos que 24 =23-3, 18 =2-3% ¢ 6 = 2-3. Note que os
primos 2 e 3 dividem simultaneamente 24, 18 e 6. Mais ainda, o menor
expoente de tanto do 2 quanto do 3, é 1. Portanto, (24,18,6) = 2.3 =6,

Proposicdo 6. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Se albc e (a,b) = 1, entdo

ale.

Demonstragdo. De fato, pela Proposi¢do 5, podemos escrever ra 4 sb =
1, com r,s inteiros. Multiplicando cada membro dessa igualdade por c,

teremos:
a(rc)+s(bc) =c

Como ala(rc) e a|s(bc), segue, pela propriedade 4 da divisibilidade,
que alc.
]

7.1.5 Menor miltiplo comum - MMC

Suponhamos que, no alto de uma torre de uma emissora de televisao,
duas luzes piscam com frequéncias diferentes. A primeira pisca 15 vezes
por minuto e a segunda pisca 10 vezes por minuto. Se num certo instante
as luzes piscam simultaneamente, apds quantos segundos elas voltardo a
piscar simultaneamente? Para resolvermos esse problema de uma maneira

muito prética, estudaremos o conceito de MMC (menor multiplo comum).

Definicao S. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Chamamos de menor miiltiplo
comum de a e b, e indicamos por |a,b], o inteiro positivo m tal que m é o

menor niimero que é divisivel por a e b ao mesmo tempo.

Exemplo 18. M(24) = {24,48,72,96,120,144,..}
M(30) = {30,60,90, 120,150, ...}.
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Notemos que 120 é o menor nimero da lista que € divisivel a0 mesmo
tempo por 24 e 30, ou seja, € 0 menor nimero inteiro positivo que € multiplo
ao mesmo tempo de 24 e 30. Portanto, [24,30] = 120.

Um método bastante pratico para o cdlculo do mmc de dois inteiros
dados sera visto a seguir, utilizando a decomposicdo em fatores primos,
assim como foi feito para o MDC. Para utilizar esse método, considere
b1,by,bs, ..., b, inteiros nao nulos. Decompondo em fatores primos cada
nimero desse, temos que [by, b3, ..., b,] serd o produto de todos os fatores
primos, comuns e ndo-comuns a eles, cada um elevado ao maior expoente
que aparece “acompanhando” cada um dos fatores primos. E claro que se
algum b;, i € {1,2,3,...,n} é negativo, basta decompor |b;|.

Exemplo 19. Calcular [18,24,30]. Temos que 18 =2-32, 24 =233 ¢
30=2-3-5. Dai, [18,24,30] = 23-3%.5 = 360.

Esse resultado também poderia ser obtido através do método que con-
siste em colocar os trés nimeros um ao lado do outro, separados por virgulas
e com uma barra vertical a sua direita, assim realizando as divisoes suces-
sivas. Abaixo de cada niimero, colocamos o quociente da divisdo de cada
um deles pelo menor primo que divide pelo menos um deles. Se algum
deles nao for divisivel por esse primo, ele é repetido na linha seguinte. O
procedimento termina quando todos os quocientes forem iguais a 1. O

MMC sera o resultado do produto dos fatores primos.

18, 24, 30| 2
9, 12, 15| 2
2

Agora, vejamos uma situacdo bastante interessante. J4 vimos ante-
riormente que [24,30] = 120. E trivial encontrarmos que (24,30) = 6.
Efetuando [24,30] - (24,30), teremos:
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[24,30] - (24,30) = 120-6 = 2430

Sera que isso sempre serd verdade? Veremos mais adiante um teorema
importante que generaliza esse fato. Mas, antes, estudaremos dois lemas

que fundamentardo a prova desse teorema.

Lema 2. Sejam a e b inteiros ndo nulos e (a,b) = d. Sendo a =dm, e

b = dmy, entdo (my,my) = 1.

Demonstra¢do. Suponhamos que (my,my) =k, tal que k > 1. Sendo assim,

teremos:
my=k-nj=a=d-kny =d- kla
m2:k-n2:>b:d-kn2:>d-k|b

Dai, concluimos que d - k € um divisor comum de a e b. Logo, como por
hipétese k > 1, teremos d - k > d, o que € absurdo, pois d € o maior divisor
comum de a e b. Portanto, (m;,my) = 1.

]

Lema 3. Sejam a e b inteiros ndo nulos e [a,b] = m. Sendo m = ak; e
m = bk, entdo (ky,ky) = 1.

Demonstrag¢do. Suponhamos que (ky,k2) =1, tal que [ > 1. Sendo assim,

teremos:
ki=lrr=m=a-l-n
k=1l-rn=m=>b-1-rn

Das duas igualdades acima, concluimos que
a-l-ry=b-l-rp=a-rr=>b-n

Semy=a-ry =b-rp, temos m; < m. Como m; € um multiplo comum de
a e b e menor que m, chegamos a um absurdo, pois [a,b] = m. Portanto,
(k1,ky) = 1. O
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Agora, vejamos o seguinte teorema:
Teorema 6. Sejam a e b inteiros ndo nulos. Entdo (a,b)-[a,b] = a-b.

Demonstracdo. Seja (a,b) = d. Entdo:

ca=d- h

«b=d-hy
Dai, pelo Lema 2, temos que (h1,h,) = 1. Sejam também [a, b] = m. Temos
que:

*m=a-0 e

em=>b-0
Sendo assim, pelo Lema 3, temos (o, ) = 1. Podemos escrever, entdo:

*m=a-0=d-h;-o

M mZb-OCZZd-hQ-OQ
Dai, temos que d-hy- a1 =d-hy- 0o = h; - &1 = hp - ap. Portanto,
hilhy - 0. Mas, como (hy,hy) = 1, s6 nos resta concluir que & |ap. Analo-
gamente, temos /;|h; - ;. No entanto, como ja foi visto antes, (h1,h) = 1.

Concluimos que h;|a;. Utilizando a mesma argumentacdo, chegaremos a
conclusdo que ap|h; e que o |h; e, consequentemente:

* hy =0 ;eque
L h2 =0
Por fim, teremos:

m__d*-m? 2 12 2 2
b ab m

m

a-b=d-hi-dhy=d* oy op=d*

Ou seja, ab = dm, como queriamos demonstrar. 0
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Observagdo: uma importante consequéncia desse fato € que, sendo a e

b inteiros n@o nulos e primos entre si, ou seja, (a,b) = 1, teremos: q

(a,b)-la,bl=a-b=[a,b]=a-b

7.1.6 Equacoes diofantinas

Suponhamos a seguinte situa¢do: Pedro deseja comprar selos de 5 reais
e de 3 reais e, para isso, quer gastar exatamente 50 reais. De quantas
maneiras ele pode fazer essa compra?

Para resolvermos o problema acima, chamemos de x e y a quantidade
de selos de 5 reais e 3 reais, respectivamente. Entdo, chegaremos a seguinte
equacio:

S5x+3y=150,

na qual devemos encontrar x e y inteiros positivos.

A equacdo encontrada é um exemplo do que chamamos de equacdo
diofantina e serd objeto de estudo nessa aula. O nome diofantina é uma
homenagem ao matemadtico grego Diofanto (214 - 299) considerado por
muitos como o “pai da Algebra”. Sua obra Arithmetica, que foi escrita
por volta de 250 d.C, j4 traz referéncias a esses tipos de equagdes € como

resolvé-las.

Definicao 6 (Equacao Diofantina). Chamamos de Equacdo Diofantina,

toda equagdo da forma:
ax+by=c, com a,b,ce€Z ea,b#0

Na equacdo 5x + 3y = 50, temos a = 5, b = 3 e ¢ = 50. Vejamos mais
exemplos de equagdes diofantinas:

* 3x+y=100

* 4x+6y=9
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Proposicao 7. A equacdo diofantina
ax+by=c, com a,b,ceZ ea,b#0

possui solugdo se, e somente se, (a,b) = d|c. Mais ainda, se o par (xo,yo)
¢é uma solugdo dessa equagdo, temos que o conjunto dessa equagdo serd
formada por todos os pares de inteiros (x,y) da forma:

b a
x:xo—l—tg e y:yo—tg, emque t €7

Demonstrag¢do. Suponhamos, por hipdtese, que o par (xp,yo) seja uma
solucdo da equagdo. Logo, teremos axg + byy = c. Mas, como d|a e d|b,
temos que d|c, pela propriedade 6 estudada na se¢@o de divisibilidade.

Da mesma forma, se d|c, existe ¢ € Z de forma que ¢ = gd. No entanto,
pelo Teorema de Bézout, existem dois inteiros xg € y tais que axg+byy =d.

Dai, multiplicando os dois membros dessa ultima igualdade por ¢, teremos:
agxo+bgyy =dq=—c

Portanto, o par (x1,y;), com x; = xpq € y; = yoq € solu¢do da equagdo
difantina inicial.

Agora, considerando a soluc@o (xp,yo) € seja o par (x,y) uma outra
solu¢do da equacao difantina. Sendo assim, axy + byg = ax -+ by. Entdo:

a(x—xo) =b(yo—y)

e, dividindo essa ultima igualdade por d, teremos:

b
Slx—x0) = Z(0—)
mas, como (4, g) = 1, pelo lema 2 concluimos que §|(yo —y) e (§|(x—x0).

Portanto, existe ¢ € Z tal que:

—tb:> = l‘b —ta=> = ta
X—Xxg=I1—=>x=x9+1— e —y=t— =vyo—1t—
0 d 0 d Yo=Yy d y=xo d
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]

Em termos de solug¢do de uma equacgdo diofantina, sé existem duas

possibilidades: ou ela ndo possui solugdes ou possui infinitas solucoes.
Exemplo 20. Resolver a equagdo 15x+ 10y = 20.

Solucdo 9. Inicialmente, observemos que (15,10) =5 e que 5|20. Logo, é
garantido que essa equagdo possui solucdo. Vamos encontrar uma particu-
lar e, assim, encontrar a solugdo geral. Utilizando o algoritmo de Euclides

para calcular (15,10), encontraremos as seguintes igualdades:

15 = 10-1+5,
10 = 5-2+0.

Dai, temos que 5 =15-1—10-1. Multiplicando essa igualdade por 4,
teremos, 20 = 15-4+10- (—4). Portanto, xy = 4 e yo = —4 sdo solugoes

particulares dessa equagdo e a solugdo geral dessa equacdo serd:

10 15
x=4—|—t?=4—l—2t e y:—4—?t:—4—3t

Parat = 2, por exemplo, teremos x =4+2-2=8e¢y=—-4—-3-2=—10.
De fato, 15-8+10-(—10) = 120 — 100 = 20.

Exemplo 21. Resolver a equacdo 5x+ 3y = 50.

Solucao 10. Pelo algoritmo de Euclides, temos:

5 = 3-142,
3 = 2-1+1,
2 = 1-1+1. (7.3)

Da primeira e segunda igualdade, temos

1=3-2-1e2=5-3-1
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Usando essas duas tiltimas, vamos obter:

1 = 3-2-1
= 3-(5-3-1)-1
= 5. (-1)+3-(2) (7.4)

mas, multiplicando por 50 essa iiltima igualdade, teremos
5-(—=50)+43-(100) =50

e dai, temos xo = —50 e yo = 100, solugcoes particulares dessa equacado,

donde concluimos que a solugdo geral serd, parat € 7:

x=-504+3t e y=100—5¢

Essa equacgdo desse iiltimo exemplo é referente ao problema exposto
no inicio desse topico. Pela natureza do problema, as solucées devem ser

naturais. Deixaremos a cargo do leitor encontrd-las.

7.1.7 Congruéncias

O estudo da aritmética modular introduz o conceito de congruéncias,
linguagem que foi desenvolvida por Karl Friedrich Gauss no inicio do

século XIX e faz parte da Teoria dos Nimeros.

Definicao 7 (Aritmética Modular). A aritmética modular é um sistema
em que as operagoes entre niimeros inteiros sdo feitas em modulo, um outro
inteiro n, positivo e diferente de zero. Para isso, definimos que um inteiro a
¢ congruente a outro inteiro b modulo m, m € Z, m > 1, se a divisdo de a e b
por m deixam o mesmo resto. Indica-se a = b (mod m). Por exemplo, 9 =5

(mod 4), pois ambos deixam restos 1 na divisdo por 4. Temos também que

15 =2 (mod 13).
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Proposicdo 8. a = b (mod n) < a— b é divisivel por m.

Demonstracdo. De fato, se a e b deixam o0 mesmo resto na divisdo por m,
temos

a=mqi+r, e b=mgy+r,com 0<ri<meO0<rn<m

mas como, por hipétese, r| = ry, temos a —b = mq; +ry — (mqa + 1) =

m(q1 — q2), donde concluimos que m|(a — b).

Vamos provar agora a outra implica¢do. Com efeito, temos a — b = mq +
ri—(mgy+r) =m(q1 —q2) + (r; — r2). Mas, como m|(a—b) e mlm(q; —
q2), concluimos que m|(r; — r;). No entanto, notemos que —m < r; —rp <
m. Porém, como r; — r, € um multiplo de m e, entre —m e m, o0 Unico
multiplo de m € 0, concluimos que r| — rp = 0, o que resulta r; = r».

[

As propriedades abaixo serdo importantes na resolug@o de varios exerci-

cios. Sejam a, b, ¢ e m inteiros, m > 1 e n € N, entdo:

1. a=a (mod m). (Reflexividade)
2. Sea=b (mod m) , entdao b = a (mod m). (Comutatividade)

3. Sea=b (mod m) e b=c (modm),entdo a = ¢ (mod m). (Transiti-
vidade)

4. Sea=b (mod m)ec=d (mod m),entio a+c =b+d (mod m).
5. Sea=b (mod m) e c =d (mod m) , entdo ac = bd (mod m).
6. Se a = b (mod m), entdo a" = b" (mod m), c € N.

7. a+c=b+c (mod m) < a=b (mod m).
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8. Se ac = bc (mod m) e (c,m) =1, entdo a = b (mod m).
9. Sea=b (mod m;),i=1,2,...,r, entdo a = b (mod [my,my, ...,m,]).

Demonstracdo. Vejamos a demonstragdo de cada uma dessas propriedades:

De fato, m|(a — a) para todo a € Z.

Com efeito, se m|(a — b), entdo m|(b — a).

De fato, se m|(a —b) e m|(b— ¢), entdo m|(a —b) + (b —c). Dai, m|(a — ),
donde concluimos que a = ¢ (mod m).

De fato, se m|(a — b) e m|(c —d), entdo m|(a—b)+ (c—d) = (a+¢) —
(b+d), o que mostra que a+ ¢ = b+d (mod m).

Basta notar que ac — bd = a(c —d) +d(a — b). Portanto, m|(ac — bd). Dali,
ac = bd (mod m).

n "

Com efeito, utilizando a propriedade 5 "n"vezes, temos:

a.a-a.a--.@z@.b-b.b.--é(modm)’
n fa‘t;res nf a‘trores

o que mostra que a”" = b" (mod m).

De fato, se a+c¢ = b+ ¢ (mod m), entdo m|(a+c)— (b+c) = (a—b), 0
que mostra que a = b (mod m).
Por outro lado, sendo a = b (mod m), temos que ¢ = ¢ (mod m) e, da pro-

priedade 4, temos que a + ¢ = b+ ¢ (mod m), como querfamos demonstrar.

Com efeito, se ac = bc (mod m), entdo m|(ac — bc) = c(a— b). No entanto,
sendo m e ¢ primos entre si, temos que m|(a — b), 0 que mostra que a = b
(mod m).

Com efeito, como a = b (mod m;),i = 1,2,...,r, entdo m;|(a — b), para
todo i. Sendo assim, (@ —b) é um multiplo de cada m;, donde segue que

[my,my,...,m;]|(a —b), como queriamos demonstrar.

Exemplo 22. Qual é o resto da divisdo de 50%° + 353 por 3?
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Solucao 11. Utilizando as propriedades das congruéncias estudadas, tal

cdlculo serd bastante simples. Para isso, notemos que 50 = —1 (mod 3).
Portanto, 50°° = (—1)?° = 1 (mod 3). Temos também que 35 = —1 (mod 3)
e, portanto, 35%° = (—1)*> = —1 (mod 3). Mas, como 0 =3 (mod 3),

utilizando a propriedade 4, teremos 35% 4+0 = —1+ 3 (mod 3), resultando,
portanto, a partir dai, que 3535 =2 (mod 3). Mais uma vez, utilizando a
propriedade 4, temos que S0 +35¥ =1+4+2=0 (mod 3), mostrando que
o resto da divisdo de 50%° +35% por 3 ¢ 0.

Proposicao 9. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que (a —b)|(a" —D").

Demonstracdo. De fato, em particular, sendo m = a — b, temos a = b
(mod m), pois € claro que a — bla — b. Da propriedade 6, temos a" = b"

(mod m), o que prova a proposicao. o
Proposicao 10. Sejam a,b € Z e n € N. Entdo, (a —|—b)|(a2”+1 +b2n+1)_

Demonstracdo. Com efeito, considerando em particular m = a + b, temos

a = —b (mod m). Como, para todo n € N, temos que 2n+ 1 é um niimero
I+l = _p2+1 (mod m), o que prova a proposicio.

]

impar, € f4cil ver que a

Proposi¢do 11. Sejam a,b € 7 e n € N. Entdo, temos que (a+ b)|(a*" —
b2n>.

Demonstracdo. Mais uma vez, considerando m = a + b, verificando que
a = —b (mod m) e que, para todo n € N, o nimero 2n é par, facilmente

observa-se que a>" = b*" (mod m), como querfamos demonstrar. [

Exemplo 23. Mostrar que, para todo n € N, 111021 4+ 1).

Solucfio 12. De fato, pela propriedade 6, 11 = (10+1) (1021 - 12+1) =

10271 4 1, como queriamos demonstrar.

Definicao 8. Um inteiro a é dito inversivel modulo m se existir um outro

inteiro d' tal que
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a-d = 1(mod m)

Por exemplo, 2 e 4 sdo inversiveis médulo 7, pois 2-4 = 8- =1 (mod 7).
Proposicao 12. Se um inteiro a é inversivel médulo m, entdo (a,m) = 1.

Demonstragdo. De fato, como por hipdtese a € inversivel médulo m, temos

que:
a-d =1 (modm)=ad =mk+1=ad —mk=1

dai, pelo teorema de Bezout, temos que (a,m) = 1. O

7.1.8 Teorema de Euler e Fermat

Definicao 9. Seja m € N*. Seja m = p‘f‘1 ~p§‘2 “ oo pIn a decomposicdo de

m em fatores. Definimos:

o(m)=p = - p3 I (pr = D) (p2— 1)+ (P — 1).
onde
¢ :N*"— N,
é chamada de funcdo phi de Euler .

Exemplo 24. Calcular ¢(20).

Solugdo 13. Como 20 =225, entdo ¢(2%-5)=2>"1.51"12-1)(5—-1) =
8.

Exemplo 25. Encontrar ¢(36).

Solucdo 14. Ora, ¢(36) = @(22-3?) =2>"1.32"12-1)(3—1) = 12.
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Note que se se p é primo, entdo @(p) = p — 1. De fato, pela defini¢do
vista, @(p) = p'~!-(p—1) = p— 1. Por exemplo, ¢(23) =23 — 1 =22.

Teorema 7 (Teorema de Euler). Sejam m,a € N comm > 1e (a,m)= 1.

Entdo,
a®"™ =1 (mod m)

A demonstragdo desse teorema nao serd realizada nesse artigo, mas

sugerimos aos leitores que a pesquisem.

Exemplo 26. Qual é o resto da divisdo de 5% por 33?

Soluciio 15. Ora, como (5,33) =1, e 9(33) =3°-11°(3—1)(11—1) =20,
pelo Teorema de Euler, 5°° = 1 (mod 33). Dai, 5" = 5%0+1 = (520)3.5 =

1-5=5 (mod 33), o que mostra que o resto dessa divisdo é 5.

Uma consequéncia desse Teorema serd vista a seguir.

Teorema 8 (Teorema de Fermat). Seja p um niimero primo e a € Z com

(a,p) = 1. Entdo:
aP = a (mod p)

Demonstra¢do. Como p é primo, ¢(p) = p — 1 e, mais ainda, como p1{a,
pelo Teorema de Euler, teremos:

a®P) =1 (mod p) = a?~' =1 (mod p).

Como a = a (mod p), utilizando as propriedades das congruéncias, temos:

a’~ ' a=1-a(mod p) = a’ = a (mod p)
0

Observagdo: Sendo p primo, a € Z com (a, p) = 1, concluimos, na demons-

tracdo anterior, que
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a’~! =1 (mod p)
Esse resultado € conhecido como Pequeno Teorema de Fermat.
Exemplo 27. Quais sdo os dois iiltimos algarismos do niimero 3121 ?

Soluciio 16. E claro que para descobrirmos esses dois algarismos, pre-

3121

cisamos dividir por 100. Como (3,100) = 1, uma boa estratégia é

utilizarmos o Teorema de Euler. Com um simples cdlculo, descobrimos que
©(100) = 40 e, portanto, 3*° = 1 (mod 100). Dai:

3121 = 340-3+1 = (340)3. 3 = 3 (mod 100)

Porém, fazendo os devidos célculos, também poderiamos descobrir

que o menor inteiro # tal que 3" = 1 (mod 100) é n = 20, ou seja, 320 =

1 (mod 100) (fica a cargo de leitor fazer tal verificagdo). Dizemos, nesse
caso, que 20 é a ordem de 3 com rela¢@o a 100. Em notag@o, ordjgo(3) = 20.

De maneira geral, temos:

Definicdo 10. Sejam a,m € N*, com m > 1 e (a,m) = 1. Definimos como

a ordem de a com relagdo a m como sendo o niimero natural tal que:
ordy,(a) = min{i € N*;a' = 1 (mod m)}
Proposicio 13. Se k =ord,(a), entdo k|@(m).
Demonstragdo. De fato, pela divisdo euclidiana, podemos escrever:
o(m) =kq+r,com0<r<k.
dai, supondo, por absurdo, que r # 0, teremos:

1 =a®m =gkt = (d%)1-a" = a" (mod m)

mas isso é um absurdo, pois supomos 0 < r < k e k € o menor expoente nao

nulo i tal que a' = 1 (mod m). O]

Exemplo 28. Mostre que 18/5'0% 45,
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Solucio 17. Inicialmente, notemos que (5,8) = 1. Dai, podemos utilizar
o Teorema de Euler. Temos entio que ¢(18) = @(2)-@(3?) =1-6=6.
Portanto, 5° = 1 (mod 18). No entanto, como 1000 = 6- 166+ 4, segue que
51000 = (5166Y6. 5% = 1.625 = 13 (mod 18). Portanto, 5'%° +5=13+45=

0 (mod 18), como queriamos mostrar.
Exemplo 29. Qual é o resto da divisdo de 4'1° por 23?

Soluciio 18. Note que (4,23) = 1. Como 23 é primo, pelo Pequeno Teorema

de Fermat, temos
481 =422 = | (mod 23) = (42)5 = 15 (mod 23) = 4110 =1 (mod 23).

Portanto, o resto divisao de 419 por23¢é 1.

7.2 Consideracoes finais

Este artigo, acreditamos, contribui com o estudo, conhecimento e apro-
fundamento de tépicos bdsicos da Teoria dos Nimeros. A linguagem
utilizada € bastante acessivel, inclusive para alunos do ensino bésico. E
importante destacar que esse trabalho foi fundamentado na dissertagcdo de
Josemar Claudino Barbosa, sob a orientagdo da Dra. Bérbara Costa da
Silva, cujo titulo é "Teoria dos Niimeros no Ensino Bdsico: Um estudo de
caso no 2° ano do Ensino Médio". Sera possivel acessa-lo nas referéncias

bibliograficas desse artigo.
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bairro de Recife-PE. Espera-se que essa pesquisa inspire professores de matemadtica

a aplicarem, nas suas aulas, a proposta apresentada.

Palavras-chave: Conicas; Reflexdo; Ludico; Ensino de Matematica.

8.1 Introducao

As conicas tém sido objetos de estudo hd muitos séculos. Elas possuem
propriedades de reflexdo que instigaram a curiosidade de muitos mateméti-
cos desde antes de Cristo até hoje. Muitas s@o as suas aplicabilidades na
sociedade, entretanto elas sdo pouco exploradas em sala de aula. Além de
estimular os alunos, o uso de aulas lidicas com experimentos praticos € qtil
para consolidar a ideia do conceito dessas conicas e da localizag¢do de seus
elementos.

Nas tdltimas décadas, a Educagdo brasileira vem sofrendo uma grande
revolucdo quanto aos seus objetivos fundamentais, procurando se distanciar
cada vez mais de uma formacgao engessada e formulaica, por vezes inalcan-
cavel aos alunos, e focando em uma maneira mais simples e contextualizada.
Essa nova onda filoséfica defende que o raciocinio matematico ndo deve ser
compartimentalizado e desvinculado do contexto social no qual o estudante
estd inserido. Pode-se verificar essa ideia nos documentos oficiais recentes
de Educacio, cujo principal € a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
do Ensino Médio.

A BNCC do Ensino Médio enfatiza que € necessario haver um ensino
de maneira a integrar os campos da Matematica (Aritmética, Algebra,
Geometria, Probabilidade e Estatistica, Grandezas e Medidas). Para isso,
utilizam-se os pares de ideias. Sao eles: variacdo e constincia; certeza
e incerteza; movimento e posi¢ao; e relacdes e inter-relacoes (BRASIL,
2018). Estudando as se¢des conicas, pode-se utilizar de muitos desses pares
de ideias.

Quando, por exemplo, a partir do conceito dessas curvas como Lugar
Geométrico (L.G.) chegamos ao formato dessa cOnica, estamos utilizando,

pelo menos, o par de ideia variagdo e constincia que, segundo a BNCC,
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“envolve observar, imaginar, abstrair, discernir e reconhecer caracteristicas
comuns e diferentes ou o que mudou e 0 que permaneceu invariante, expres-
sar e representar (ou descrever) padrdes, generalizando-o” (BNCC, 2018, p.
520). Dai a relevancia de se estudar nao somente as conicas, mas também
suas propriedades que sdo muito usadas em vdrias areas do conhecimento e
revertidas em beneficios para a nossa sociedade.

No ensino publico estadual de Pernambuco, o conteido GEOMETRIA
ANALITICA: SECCOES CONICAS - Pardbola; Elipse; Hipérbole - é
restrito para o curriculo das escolas integrais, pois essas possuem uma
carga horaria maior em comparagdo com as regulares. As expectativas de

aprendizagem sdo as seguintes:

Dominar a aplicag@o dos conhecimentos de geometria analitica
na resolucdo de problemas. Encontrar as equagdes das conicas
(parabola, elipse e hipérbole). Resolver sistemas de equacdes e
inequacdes do segundo grau a duas varidveis, tanto algébrica
quanto graficamente (PERNAMBUCO, 2013, p. 23).

Para se atingir esse nivel de abstragdo matemadtica que essas expectativas
de aprendizagem propdem, € necessario que haja antes uma forte compre-
ensdo das caracteristicas do objeto matematico em estudo. Para facilitar
esse aprendizado, o professor pode lancar mao de atividades lddicas que
reforcem essas caracteristicas basicas das cOnicas, como os seus formatos, e
as propriedades de reflexdo que trardo significado e agucardo a curiosidade
dos estudantes nesse processo de aprendizagem.

Este artigo é um recorte da dissertacdo Luz, Conicas, Reflexdo: uma
sequéncia diddtica para o ensino das conicas (NASCIMENTO, 2020), cujo
objetivo geral é apresentar um conjunto de atividades lidicas para auxiliar
professores durante o processo de ensino-aprendizagem das cOnicas para
alunos do Ensino Bdésico. Os objetivos especificos sdo: compreender a
defini¢do dos elementos determinantes das conicas e indica-los algébrica
e geometricamente; construir modelos geométricos que representem as

cOnicas e suas propriedades refletoras; e, por fim, associar as proprieda-
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des refletoras das cOnicas as suas utilizagdes na sociedade, a fim de dar
significado ao estudo desse objeto matematico.

Ressaltamos que apesar dessa pesquisa se tratar de um assunto presente
na grade curricular do Ensino Médio e ter sido aplicada nessa etapa es-
colar, as atividades lidicas propostas na Secao sdo bastante simples e
requerem pouco conhecimento matematico prévio. Muitos experimentos
visam exercitar aspectos mais bésicos acerca das conicas, como identificar
seus formatos e compreender suas propriedades refletoras, sendo assim,
aplicaveis a quaisquer niveis da educacdo basica.

O artigo possui duas secoes, sendo a primeira uma sequéncia didatica
para o ensino das conicas e suas propriedades refletoras aplicadas em uma
turma de Ensino Médio. Ela é baseada em atividades lidicas na qual o
aluno constréi conhecimento através de experimentos praticos. Na segunda
e ultima, apresentamos os resultados das nossas observagdes durante a
aplicacdo das sequéncias didéticas. E vilido ressaltar que a autora também

foi a professora que aplicou as atividades supracitadas.

8.2 Fundamentos tedricos e metodologicos

Em uma sala de aula, cada atividade ou tarefa proposta pelo professor
com uma determinada finalidade € classificada por Zabala (2015) como
unidade elementar do processo de ensino-aprendizagem. Entretanto ele,
apesar de reconhecer a importancia dessas unidades, defende que elas sdo
insuficientes por si sO para realizar uma analise completa acerca do processo
de ensino-aprendizagem de um determinado contetddo. Para ficar mais claro,
segue um exemplo.

Em uma abordagem tradicional, a realizacao de uma lista de exercicio
acerca de um determinado assunto normalmente € feita apds a sua exposicao
por parte do professor. Por outro lado, em algumas metodologias ativas de
ensino, como na sala de aula invertida, ela pode ser proposta inicialmente
para os alunos e o seu contetdo ser trazido para aula por meio de um debate

mediado, posteriormente, pelo professor.
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No exemplo acima, pode-se observar que a unidade elementar “lista
de exercicio” pode assumir funcdes e caracteristicas diferentes que depen-
dem das unidades elementares que a precedem ou sucedem. Na primeira
situacdo, ela pode ser entendida como um meio de aferir a internalizagdo
dos tépicos apresentados na aula expositiva. Enquanto que, na segunda, o
professor pode ter desejado usa-la para introduzir o contetdo, despertando
no estudante habilidades como a investigacdo e o protagonismo.

Assim, € necessario tomar uma outra unidade que permita realizar a
andlise desse desenvolvimento educativo em torno de um contetido, relacio-
nando as unidades elementares entre si e situando-as em relacdo as diversas
variaveis desse processo como, por exemplo, recursos e tempo utilizados.
Zabala (2015) apresenta a “sequéncia de atividades ou sequéncia didatica”
como essa unidade de caréter processual.

Sequéncia didatica € um termo comum no mundo docente. Entretanto,
para os leitores ndo familiarizados, o termo pode ser confundido com
outros termos pedagdgicos. Sendo assim, a defini¢do de sequéncia didética

considerada neste trabalho é:

Sequéncia didatica € um conjunto de atividades ligadas entre si,
planejadas para ensinar um conteido, etapa por etapa, organi-
zadas de acordo com os objetivos que o professor quer alcangar
para aprendizagem de seus alunos e envolvendo atividades de
avaliacdo que pode levar dias, semanas ou durante o ano. E
uma maneira de encaixar os contetidos a um tema e por sua vez
a outro tornando o conhecimento 16gico ao trabalho pedagégico
desenvolvido (PERETTI; TONIN DA COSTA, 2013, p. 6).

Além de considerar a sequéncia diddtica fio condutor do processo de
ensino-aprendizagem, pode-se combind-la a outras ferramentas para po-
tencializar essa construcdo de conhecimento. Uma dessas ferramentas € a
ludicidade.

Segundo Evangelista et al., “a Matematica € uma ciéncia muito com-
plexa [...] (que) requer atencdo especial e disciplina na sua aplicagdo, o que

faz com que muitos alunos apresentem certa dificuldade no momento da sua
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aprendizagem e execugao” (2013, p. 4), por isso € importantissimo obter a
atencdo e o engajamento dos estudantes nessa caminhada. As atividades
lddicas, como jogos ou experimentos praticos, sao armas muito poderosas
quando se tem esse objetivo.

Conforme Evangelista et al, “para os alunos, aula boa é aquela que
consegue prender a atencao deles de forma que o tempo passe sem que eles
percebam e proporcione aprendizagem interativa e dinamica” (2013, p. 5),
atribui¢des facilmente alcangadas quando se envolve a ludicidade.

Dentre os beneficios de se aplicar uma sequéncia didética lddica,
destaca-se:

Explanagdes que sdo feitas com exemplos que atrai a atencdo e
a curiosidade dos alunos sdo absorvidas e interpretadas com
mais facilidade. Temas que sdo desenvolvidos em ambientes
diversificados, claros, arejados, que proporcione o bem estar do
aluno e que exija dele participagdo ativa, certamente nao serao
esquecidos. Os alunos gostam e preferem aulas diferentes,
a metodologia rotineira de quadro negro, sala de aula com
professor escrevendo e o aluno copiando estd ultrapassado
e ndo desperta no aluno nenhum estimulo nem interesse de
prestar atencdo e aprender o que o professor estd ensinando
(EVANGELISTA et al., 2013, p. 5).

Diante dessa explanagdo acerca das vantagens dessas duas ferramentas,
parece relevante utiliza-las. Portanto essa pesquisa foi feita atentando para
essa rica combinacao pedagdgica entre o uso da sequéncia didatica e da
ludicidade.

Os materiais utilizados sdo, em sua grande maioria, de facil acesso e
baixo custo como, lanterna, cartolina, barbante, régua, compasso, tachinhas,
isopor, entre outros. Além de reutilizar materiais que seriam descartados,
promovendo, assim, um impacto positivo no meio ambiente, os experi-

mentos produzidos foram expostos na II Feira de Matematica da EREM
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Anibal Falcao pelos alunos da turma do 3¢ ano A de 2019, além de servirem
de recurso pedagdgico para auxiliar professores no processo de ensino-
aprendizagem das cOnicas em turmas futuras, pois estdo a disposi¢cdo de
outros docentes na escola.

Na maioria das atividades diferenciadas propostas, optou-se por materi-
alizar os conceitos trabalhados no livro didético concordando com o que
diz Silva et al.: “o material concreto é uma forma de apresentar ao aluno
uma maneira mais facil e palpavel de aprender matematica e como ela pode
ser usada no nosso cotidiano” (2016, p. 4).

A seguir, apresentaremos a trajetdria de aplicacio da sequéncia didatica
dessa pesquisa.

8.2.1 Sequéncia didatica - aplicacao das atividades ladi-

cas

Nessa secao, apresentaremos a sequéncia didatica desenvolvida com
o intuito de tornar mais lidico o ensino de cOnicas e suas propriedades
refletoras.

O enfoque dessa sequéncia didatica foi nas definicdes gerais e na apli-
cac¢do das propriedades refletoras, ndo se apegando a rigidez das férmulas
analiticas das coOnicas, sendo assim, ndo demanda dos alunos conhecimen-
tos matemdticos muito sofisticados ou abstratos, podendo, inclusive, ser
aplicada em séries anteriores, como, por exemplo, nos anos finais do Ensino
Fundamental.

As demonstracdes matemadticas das construgdes utilizadas nessa
sequéncia diddtica podem ser encontradas em Nascimento (2020).

* Tema: As conicas e suas propriedades refletoras.

* Piblico alvo: alunos a partir do 8° ano do Ensino Fundamental.
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Duracao: 12 aulas (aproximadamente 4 encontros com duas aulas
de 50 minutos cada e 1 encontro de quatro aulas de 50 minutos cada

para a visita técnica).

Disciplina: Matematica.

Objetivo geral: Apresentar uma sequéncia diddtica utilizando ativi-

dades ludicas no ensino das cOnicas e suas propriedades refletoras.

Objetivos especificos:

1. Reconhecer as caracteristicas de cada cOnica;
2. Identificar os elementos das cOnicas;

3. Comprovar a defini¢do de cada cOnica através de teste de medi-

¢do;
4. Identificar as retas tangentes as curvas;
5. Compreender e aplicar as propriedades refletoras das cOnicas;

6. Motivar os alunos a estudarem matematica.
* Avaliacao:

— Formativa: observar o engajamento e desempenho dos alu-
nos durante a aula e acompanhar suas produgdes nas diversas

atividades de classe;

— Somativa: Realizagdo de um teste individual e sem consulta
composto por 8 questdes abertas acerca do assunto estudado,
ver Apéndice [8.4]

Nas subsecdes a seguir, descreveremos cada uma das atividades realiza-
das como momentos diddticos em sala de aula, explicitando a quantidade

de aulas utilizadas, bem como os materiais e procedimentos adotados.
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8.2.1.1 Atividade 1: Experimento com lanterna (Duracao: 1 aula).

Num primeiro momento, fizemos um experimento com lanterna, a fim
de estimular, nos estudantes, a relacdo do formato de cada curva com suas
origens, descobertas por Menaechmus (380 - 320 a.C.), que sdo as de se¢des
em um cone. Segue a descri¢do da primeira atividade.

Materiais adotados: notebook, data show e lanterna.

Inicialmente, apresentamos o video Conic Section 3D Animation (CRE-
ATIVE LEARNING, 2015). Nele, mostramos a relacao de cada conica com
o angulo de inclinacdo do plano que secciona o cone duplo em relacido ao
seu eixo, (Ver Figura[8.I). Nesse aspecto, podemos obter quatro tipos de

angulos:

Figura 8.1: Determinagdo das conicas através da inclinagdo de um plano
que secciona um cone de duas folhas

Capturas de tela retiradas de Creative Learning (2015).

1. Reto: circunferéncia;
2. Maior que o da geratriz do cone: elipse;
3. Igual ao da geratriz do cone: pardbola;

4. Menor que o da geratriz do cone: hipérbole.

Em um ambiente suficientemente escuro, direcionamos a lanterna para

a parede e, a medida que inclinamos a lanterna em relagdo a parede, a
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interseccao dos feixes de luz com a parede desenharam as conicas. Os
feixes de luz que saem da lanterna sdo emitidos em forma de cone e a

parede se comporta como um plano que o secciona.

Figura 8.1: Experimentos com lanterna

Elaborado pela autora.

A cada figura nova que surgia os alunos eram instigados a refletir para

responder as seguintes perguntas:

1. Que tipo de angulo o plano faz com o eixo do cone?

2. Qual ¢é a conica formada?

Através da variacdo da inclinacao da lantern pode-se obter uma cir-

cunferéncia, uma elipse, uma pardbola ou um ramo de hipérbole.

3Em outra perspectiva, pode-se considerar que o plano seccionador do cone (formato
com que os feixes se posicionam no espago), representado pela parede, € quem se move
em relacdo ao eixo desse cone.
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8.2.1.2 Atividade 2: Contrucdes das conicas com barbante (Duracao:
3 aulas).

A segunda atividade diferenciada proposta foi a constru¢do das conicas
pelos alunos.

Materiais utilizados: cartolina, barbante, régua, esquadro, lapis e
tachinhas.

(i) Elipse

Utilizando um pedaco de barbante e duas tachinhas, pode-se construir

uma elipse por meio dos passos (ver Figura[8.2)):
- Tome um pedacgo de barbante de tamanho 2a;

- Em seguida, marque dois pontos fixos F| e F> na cartolina, de modo

que a distancia entre eles seja menor que 2a;

- Com o auxilio das tachinhas, fixe as extremidades do barbante em Fj
€ F2;

- Encoste o l4pis no barbante e estique-o;

- Faca o lapis deslizar pelo barbante esticado tracando na cartolina essa

trajetoria.

Pode-se encontrar as animagdes relativas a essa construcdo no link:
<https://www.geogebra.org/m/dbver82d>.

ApO6s a construcdo, os alunos marcaram dois pontos quaisquer sobre
a elipse e, com o auxilio da régua, verificaram que a soma das distincias
de qualquer um desses pontos aos pontos F; e F> € constante, concluindo
assim que a figura obtida foi uma elipse. Em seguida, identificaram na
figura os elementos da elipse.


https://www.geogebra.org/m/dbver82d
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Figura 8.2: Construgdao com barbante de uma elipse

Elaborado pela autora.

Figura 8.3: Construcdo da elipse com o auxilio do barbante pelos alunos

Elaborado pela autora.

(ii) Parabola

Utilizando um pedaco de barbante, um esquadro, uma régua e uma
tachinha, pode-se construir uma parabola através dos passos:
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Figura 8.4: Constru¢cdo com barbante de uma pardbola

Moreira (2017, p. 84).

- Tome um pedaco de barbante cujo comprimento seja igual ao maior

cateto de um esquadro escaleno (ver Figura[8.4);

- Trace uma reta r qualquer na cartolina e fixe uma régua sobre ela

durante o processo de desenho;

- Apoie o lado menor do esquadro sobre a régua fixada e amarre uma

das extremidades do barbante na ponta do esquadro que mede 60;

- Marque um ponto F na cartolina de modo que a distancia entre ele
e a reta r seja positiva e menor que o tamanho do cateto maior do

esquadro;

- Com o auxilio de uma tachinha, fixe a outra extremidade do barbante

no ponto F;

- Desloque o esquadro sobre a régua e, simultaneamente, desenhe a
pardbola mantendo, com o auxilio de um lépis, o barbante esticado e

encostado no esquadro.

Pode-se encontrar as animagdes relativas a essa construcdo no link:

<https://www.geogebra.org/m/hdpp9dx6>.


https://www.geogebra.org/m/hdpp9dx6
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Figura 8.5: Construcio da parabola com o auxilio do barbante pelos alunos

Elaborado pela autora.

Ap6és a construgdo, os alunos marcaram dois pontos quaisquer sobre
a pardbola e, com o auxilio da régua, verificaram que as distancias entre
esses pontos e a reta d (diretriz) e o ponto F (foco) sdo iguais, concluindo
assim que a figura obtida foi uma pardbola. Em seguida, identificaram na

figura os elementos da parébola.

(iii) Hipérbole

Utilizando um pedaco de barbante e uma régua, pode-se construir uma

hipérbole por meio dos passos:

- Marque na cartolina dois pontos, F| e F>;

- Corte um pedago de barbante de maneira que o seu comprimento nao

ultrapasse o tamanho da régua;
- Prenda uma das extremidades do barbante na régua;

- Fixe a extremidade livre do barbante no ponto F; e coloque a extre-

midade oposta da régua no outro ponto F7;
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- Mantenha o lapis encostado na régua e o fio esticado e gire a régua

em torno do ponto F3, desenhando esse percurso;

- Depois faga o mesmo, invertendo a posicao da régua.

Pode-se encontrar as animagdes relativas a essa construcdo no link:
<https://www.geogebra.org/m/bbbdabvv>.

Figura 8.6: Construcdo com barbante de uma hipérbole

Elaborada pela autora.


https://www.geogebra.org/m/bbbdabvv
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Figura 8.7: Construgdo da hipérbole com o auxilio do barbante pelos alunos

Elaborado pela autora.

Ap6s a construgdo, os alunos marcaram dois pontos quaisquer sobre a
hipérbole e, com o auxilio da régua, verificaram que o médulo da diferenca
das distancias entre esses pontos e os pontos F; e F> sao sempre constantes,
concluindo assim que a figura obtida foi uma hipérbole. Em seguida,

identificaram na figura os elementos da hipérbole.

8.2.1.3 Atividade 3: Construcao das conicas usando dobradura (Du-
racao: 2 aulas).

O terceiro experimento realizado utiliza a técnica de dobraduras. O
procedimento segue os algoritmos apresentados nas Figuras 8.2, 8.4 e
8.6, mas cada mediatriz (reta tangente) tracada nas figuras anteriormente
corresponde aqui a uma dobra de papel. As curvas delimitadas pelas dobras

sdo0 as cOnicas.
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Pode-se encontrar as animagdes relativas a essas construgdes nos links:
<https://www.geogebra.org/m/xtrdmt4m>, <https://www.geogebra.org/m/
j2n4e7uy> e <https://www.geogebra.org/m/zezhy52a>.

* Algoritmo de construcdo de uma elipse por meio de dobraduras.

- PASSO 1 - Construa uma circunferéncia de centro A, marque um

ponto interior, C, € um ponto D sobre ela;
- PASSO 2 - Construa os segmentos AD e CD;
- PASSO 3 - Trace a mediatriz do segmento CD;

- PASSO 4 - Marque o ponto de interse¢do E dessa mediatriz com o
segmento AD;

- PASSO 5 - Tome outros pontos sobre a circunferéncia no lugar de D

e repita 0 processo anterior;

- PASSO 6 - Pela defini¢do de L.G. de uma elipse, o conjunto de pontos

“E” € uma elipse, cujos focos sdo os pontos A e C.


https://www.geogebra.org/m/xtr4mt4m
https://www.geogebra.org/m/j2n4e7uy
https://www.geogebra.org/m/j2n4e7uy
https://www.geogebra.org/m/zezhy52a
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Figura 8.8: Construcdo da elipse a partir de suas retas tangentes

* Algoritmo de construcao de uma pardbola através de dobraduras.

- PASSO 1 - Construa uma reta d e marque um ponto A sobre ela e um
ponto F' fora dela;

- PASSO 2 - Trace o segmento AF e a reta r perpendicular a d que

passa por A;

- PASSO 3 - Construa a mediatriz do segmento AF e marque o ponto
P de intersecdo entre ela e a reta r;

- PASSO 4 - Escolha outros pontos na reta d para substituir o A e repita

0 processo anterior;

- PASSO 5 - Note que o conjunto dos pontos P corresponde a Defini¢do

de pardbola como L.G.;
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- PASSO 6 - Portanto, essa curva é uma parabola cujo foco é o ponto

F e diretriz é areta d.

Figura 8.9: Construcdo da pardbola a partir de suas retas tangentes

* Algoritmo de construcao de uma hipérbole através de dobraduras.

- PASSO 1 - Construa uma circunferéncia de centro F; € marque um

ponto C sobre ela e um ponto F;, externo a ela;

- PASSO 2 - Trace o segmento CF, e a sua reta mediatriz;

—
- PASSO 3 - Trace a reta F;C e marque o ponto P de intersecdo entre

ela e a mediatriz do segmento CF3;

- PASSO 4 - Trace o segmento F{F, e note que, como P pertence a

mediatriz do segmento CF, entdo PC = PF;

- PASSO 5 - Escolha outros pontos da circunferéncia para substituir o

C e repita 0 processo anterior;
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- PASSO 6 - Note que, segundo a definicao de hipérbole como L.G., o

conjunto dos pontos P corresponde a uma hipérbole de focos Fj e F>.

Figura 8.10: Construcdo da hipérbole a partir de suas retas tangentes

A Figura[8.11] abaixo mostra um exemplo de cada curva produzida em
sala de aula pelos estudantes durante o processo de aplicagcdo do terceiro

experimento.

Figura 8.11: Conicas obtidas através de dobraduras

Fonte: Elaborado pela autora.

No processo de construcdo, o aluno entendera as caracteristicas e propri-

edades de cada conica, além de desenvolver habilidades de manipulacdo de



Capitulo 8. Conicas: Refletindo e aprendendo 245

instrumentos geométricos como régua e compasso. A Figura[8.12]abaixo

mostra tal experimento sendo realizado.

Figura 8.12: Construcdo das conicas através de dobraduras

Elaborado pela autora.

8.2.1.4 Atividade 4: Experimento de reflexao (Duracao: 2 aulas).

Nessa quarta atividade, buscamos enfatizar as propriedades 6ticas (ou
refletoras) das conicas. Elas sdo utilizadas em tecnologias para beneficiar a
sociedade.

Para cada conicas realizamos uma constru¢do especifica que permite

aos dissentes a visualizacdo de como funcionam tais propriedades.
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(i) Propriedade refletora da elipse

A elipse possui uma propriedade refletora aplicada, por exemplo, no
aparelho Litotritor usado em tratamentos de calculos renais. Nessa atividade,
propomos a constru¢do de um modelo concreto que mostre a aplicacio dessa
propriedade em um “bilhar eliptico”, considerando a luz como conjunto de
particulas em substitui¢do das bolas de bilhar.

Para simular essa propriedade refletora da elipse, utilizamos folhas de
isopor de 10 mm, folhas de papel laminado e laser.

Utilizando o molde, desenhamos uma mesma elipse em cinco folhas de
isopor. Retiramos a parte interna da elipse e colamos as placas umas sobre
as outras. Em seguida, esse bloco foi colado em uma folha inteira de isopor
formando uma cavidade com borda eliptica. Nessa base, marcamos os focos
e a borda foi toda revestida de papel laminado. O laser foi posicionado
horizontalmente em um dos focos de maneira que o feixe de luz refletisse
na borda da elipse. Verificamos que, independente da direcao para onde se
apontava o laser, o feixe de luz refletido sempre passava pelo outro foco.
Conforme ilustrado na Figura[8.13]

Figura 8.13: Experimento de reflexdo numa superficie refletora eliptica

Elaborado pela autora.
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Figura 8.14: Esquema de reflexdo dos raios de luz no experimento da Figura

B.13

Bortolossi (2020).

(ii) Propriedade refletora da parabola

A propriedade refletora da pardbola € muito utilizada, dentre outras
areas, em construcdes como em conchas acusticas, cujo objetivo é direci-
onar melhor o som para a plateia localizada a sua frente. Essa atividade
propde a construcdo de um modelo concreto que mostre a aplicagdo dessa
propriedade em uma superficie parabdlica, como ocorre em antenas de
televisao, por exemplo.

Para simular essa propriedade refletora da pardbola, utilizamos uma
antena parabdlica que seria descartada no lixo, papel aluminio, dois lasers e
desodorante aerossol.

Cobrimos a superficie concava da antena com papel aluminio tomando
cuidado de evitar ao mdximo formar bolhas. Em um ambiente com pouca
luz, direcionamos os lasers a essa superficie da antena de modo que os raios
de luz fossem paralelos ao eixo de simetria do paraboloide. Para tornar
os raios dos lasers mais nitidos, borrifamos desodorante aerossol no ar ao

longo do trajeto da luz.
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Apds repetir esse procedimento em varios pontos do paraboloide, verifi-
camos que os raios sempre se cruzavam em um determinado ponto (foco

das parébolas).

Figura 8.15: Experimento de reflexdo numa superficie refletora parabdlica

Elaborado pela autora.

(iii) Propriedade refletora da hipérbole

A hipérbole possui uma propriedade refletora que € utilizada, por exem-
plo, em telescopios refletores como o Hubble. Nessa atividade, propomos a
construcao de um modelo concreto que mostre a aplicagdo dessa proprie-
dade em um "bilhar hiperbdlico".

Para simular essa propriedade refletora da hipérbole, construimos um
modelo de bilhar hiperbélico em MDF no qual uma das bordas possui o for-
mato de um ramo de hipérbole e a cacapa se localiza no ponto focal externo
a esse ramo. Na borda da mesa cujo formato € hiperbdlico, inserimos uma
placa de formica para refletir a luz.

Posicionamos um laser horizontalmente sobre a mesa de maneira que a
luz refletisse na borda na direcao do foco interno a hipérbole. Verificamos
que independente da posicdo de onde o laser emitisse a luz, ela sempre

passava pela cacapa (outro foco), conforme ilustrado na Figura[8.16]
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Figura 8.16: Experimento de reflexdo numa superficie refletora hiperbolica

Elaborado pela autora.

8.2.1.5 Atividade 5: Visita ao museu interativo de ciéncia de Pernam-
buco — Espaco Ciéncia (Duracao: 4 aulas).

A ultima atividade lddica proposta foi a visita ao Espago Ciéncia que
possui, em seu acervo de exposicdes na drea de percepcao, algumas apli-
cagoOes das propriedades refletoras das coOnicas. Os alunos assistiram a
apresentacdo dos experimentos e os manipularam. Apds a visita, eles

escreveram relatorios sobre suas observagoes.

Nessa visita ao Espaco Ciéncia, os alunos puderam manipular expe-
rimentos que exploram as propriedades refletoras das conicas, especifica-
mente as da pardbola, como o fogdo solar e o paraboloide de revolucido. A

seguir, foram descritos superficialmente esses dois experimentos.

No Paraboloide de Revolugio (Orelhdo Parabdlico), ha dois paraboloi-
des com eixos focais paralelos ao solo e com suas superficies concavas de
frente uma para a outra, a cerca de 20 metros de distancia um do outro. Uma
pessoa, ao se sentar no local indicado, posiciona sua boca aproximadamente
no foco do paraboloide a sua frente. Ao falar, as ondas sonoras colidem no
paraboloide e refletem em trajetdria retilinea no sentido paralelo ao seu eixo
focal em dire¢@o ao outro paraboloide. Se ndo houver obstaculos relevantes
nesse trajeto, as ondas sonoras chegam a superficie concava desse outro
paraboloide e reverberam na direcdo do seu foco onde, se houver uma se-

gunda pessoa, a mensagem inicial serd recebida. Veja o esquema da Figura
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Figura 8.17: Visita ao Espaco Ciéncia em Olinda - PE

Elaborado pela autora.
8. 18!

Figura 8.18: Representacdo do funcionamento de um orelhao parabdlico

Elaborado pela autora.

Ja o fogao solar funciona da seguinte forma: os raios solares incidem
paralelamente ao eixo focal de um paraboloide cuja superficie concava (que
recebe os raios solares) € revestida por um material refletor. Ao tocar essa
superficie refletora do paraboloide, os raios sdo refletidos em linha reta na

direcdo do foco onde se localiza convenientemente uma grelha que fica
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superaquecida em fun¢do da concentragdo dos raios solares nesse ponto,

tornando possivel o preparo de alimentos. Para melhor compreensao, veja a

Figura[8.19]

Figura 8.19: Representag@o do funcionamento de um fogdo solar parabdlico

Garcia, Pappalardo e Beozzo (2013).

Essa atividade estimula o aprendizado tanto de matemadtica quanto de
outras ciéncias exatas, visto que os alunos visitaram experimentos cienti-
ficos relativos também a outras ciéncias, além de exercitar a observagdo e

escrita cientificas.

8.3 Consideracoes finais

A matematica é, sem ddvida, uma ciéncia abstrata, entretanto, iSso nao
implica que ela seja considerada chata ou incompreensivel. Para que essa
ciéncia se aproxime mais da realidade dos alunos, € vélido que o professor
utilize métodos de ensino divertidos e com aplicagdes praticas.

E de conhecimento geral as vdrias dificuldades que um professor de
escola publica passa e o quanto ele tem que se desdobrar dentro e fora da
sala de aula para atingir o objetivo de fazer com que seus alunos aprendam.
Contribuir com o trabalho docente para promover o aprendizado acerca das
coOnicas foram os principais objetivos dessa pesquisa.

Nesse sentido, o propdsito deste trabalho foi atingido, visto que foi
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apresentada uma aplicacdo de sequéncia diddtica para o ensino das cOnicas
baseada na ludicidade, que obteve resultados satisfatorios. Nela, os estudan-
tes demonstraram compreender a defini¢do dos elementos determinantes
das conicas e indicé-los algébrica e geometricamente. Além de construirem
modelos concretos que representem as conicas e suas propriedades refleto-
ras, esses modelos foram apresentados na II Feira de Matematica da EREM
Anibal Falcao no ano de 2019.

Registramos, a seguir, as percepcdes da professora acerca das respostas
e indagacdes durante o processo de aplicacdo da sequéncia didatica bem
como o acompanhamento das constru¢des geométricas nas atividades
ludicas e da receptividade dos alunos, que construiram modelos, realizaram
experimentos e visitaram um museu de ciéncia. No primeiro experimento
da lanterna (atividade [8.2.1.1)), simulou-se as sec¢des de um plano em um
cone. Todos os alunos conseguiram associar as figuras formadas na parede
com suas respectivas curvas.
Na atividade [8.2.1.2] foram trabalhadas as defini¢des e os elementos de
cada curva. Segundo os alunos, ficou mais facil compreender a relacdo da
figura com a sua respectiva defini¢do como L.G.
Na atividade 8.2.1.3] os alunos exercitaram tanto as habilidades referentes a
area de Geometria como desenvolveram seu lado artistico e produziram
vdrias conicas usando dobraduras.
A atividade [8.2.1.4]foi a que mais empolgou os alunos, devido a aplicagdo
pratica das propriedades refletoras utilizando luzes. Além do interesse dos
alunos em estudar matemadtica, nessa atividade, foi refor¢ada a identificacao
dos elementos das cdnicas, como focos e eixos. Pensamos na aplicacdo da
atividade [8.2.1.5| para que os alunos desenvolvessem competéncias como a
observacao cientifica e a conversdo entre a linguagem visual e a escrita.
Em geral, o resultado da aplicacao dessas atividades lidicas foram alunos
mais interessados em assistir e participar das aulas de matematica, além
de demonstrarem maior compreensao sobre o assunto quando indagados
acerca do formato, dos elementos e das propriedades refletoras das conicas.
Essa sequéncia didatica foi publicada nos Anais do VI CONEDU - Con-
gresso Nacional de Educacdo (NASCIMENTO, 2018) e apresentada oral e
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visualmente nesse evento na modalidade banner e recebeu muitos feedbacks
positivos dos professores, elogiando as atividades ludicas desenvolvidas
em sala de aula e demonstrando interesse em desenvolver essa sequéncia
didatica com seus alunos. Portanto, dados os resultados obtidos, esperamos
que esse trabalho inspire mais professores de matemadtica a aplicarem, em

suas aulas, a proposta apresentada.
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TESTE

AS CONICAS E SUAS PROPRIEDADES REFLETORAS

ALUNO(A):
1. Que local geométrico € defi- 3. Construa uma elipse cuja ex-
nido como: centricidade, % , seja igual

a) O conjunto de todos os
pontos em um plano
cuja soma das distancias
a dois pontos fixos, de-
nominados focos (Fj e
F>), é constante e maior
que a distancia entre os

focos?

b) O conjunto de pontos
em um plano cuja dis-
tancia a um ponto fixo
F € sempre igual a dis-

tancia a uma reta dada?

2. Escreva a equacgdo da parabola

representada:

a 0.8 e centro C na origem.
(Obs.: Deve-se estar indicado
os locais dos focos, centro e

extremidades dos eixos)

. Esboce o gréifico de uma hipér-

bole cujo eixo real mede 8 cm,
eixo imaginario mede 6 cm e
centro C(1,2). (Obs.: Deve-se
estar indicado os locais dos fo-
cos, centro e extremidades dos

eixos)

. Esboce o grifico de uma pa-

rdbola cuja concavidade esteja
voltada para a esquerda, coor-
denadas do vértice V(5,1) e
de parametro 2. (Obs.: Deve-
se estar indicado os locais do
foco F, vértice V e da reta di-
retriz d.)

. A fotografia abaixo reproduz

um abajur e a sombra que ele
projeta na parede. Que curvas

sdo essas?
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7. Uma das aplicag¢Oes das propri-

edades refletoras das conicas é
o aparelho iluminador que os
dentistas usam em suas consul-
tas. Nele, o dentista necessita
que a iluminacdo seja concen-
trada em um udnico ponto, o
dente do paciente, e isso € fa-
cilmente alcangado quando se
tem um espelho de certo for-
mato e a lampada fixada em
um determinado ponto fixo, in-
terior em relagao a curva for-
mada pelo espelho. Quando o
dentista movimenta o seu dis-
positivo, e consegue colocar
a iluminacdo exatamente no
dente a ser trabalhado, este se
encontra em um ponto estraté-

gico. Veja a foto abaixo:

Acerca da situagdo descrita,

responda:

a) Que formato devera ter
esse espelho para que o
seu proposito seja atin-

gido?

b) Em que lugar geomé-

trico relativo a curva

essa lampada estard?

¢) E o dente iluminado?

. Uma concha acustica € um

equipamento cénico,usado em
diversos eventos musicais e
que esté disposto a volta da or-
questra e aberto para a plateia.
Qual € a vantagem de se cons-
truir uma concha acustica com
formato parabdlico (como no
exemplo mostrado na figura
abaixo), cujo palco esteja si-

tuado no foco dessa curva?



Capitulo 9

A utilizacao de problemas
matematicos em aberto no ensino
meédio

Me. Rui de Andrade Lisz]
Dr. Marcelo Pedro dos Santo

Resumo: Em matemética, um problema em aberto € uma questao nio resolvida.
A utilizagdo de problemas em aberto incentiva o uso de atividades investigativas
fundamentais para a construcdo do conhecimento, mas estd ausente no ambiente
escolar, acarretando prejuizos na formacao dos estudantes. O ensino por meio da
investigacdo matemdtica promove o desenvolvimento do raciocinio e a autonomia
do estudante, atribuindo novos significados aos objetos de conhecimento e dando
a oportunidade de se aprender matematica fazendo matemadtica. Esse texto é
baseado em (LIMA, 2018) e visa apontar a importancia da utilizacido de problemas
matemaéticos em aberto no Ensino Médio, quebrando a concepg¢do de estudantes
desse nivel escolar de que todos os problemas matemdticos t€m solugdo. Assim,

realizamos uma pesquisa de problemas matematicos em aberto acessiveis ao
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2Universidade Federal Rural de Pernambuco, marcelo.pedrosantos @ufrpe.br
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estudante do Ensino Médio, com desenvolvimento de conteddos necessarios a
compreensao dos problemas pesquisados, abrangendo a Teoria dos Niimeros, com
vdrios resultados sobre nimeros primos, a Andlise Combinatdria, com tdpicos sobre
quadrados mégicos, e a Geometria. O trabalho apresenta sugestdes de atividades
que relacionam contetidos matematicos do Ensino Médio com problemas em aberto,
para professores utilizarem em sala de aula.

Palavras-chave: Problemas em aberto; Investigacdo matemaética; Nimeros

Primos; Combinatoria; Geometria.

9.1 Introducao

O objetivo deste trabalho € apontar a importancia da utiliza¢do de pro-
blemas matematicos em aberto no Ensino Médio, quebrando a concepcao
de alunos do ensino bésico de que todos os problemas matematicos tém
solucdo; desenvolvendo no aluno o poder de duvidar, fundamental na for-
macdo do pensamento critico; promovendo a investigacdo matemaética e
aproximando a matematica ensinada nas escolas de Ensino Médio das pes-
quisas feitas nos centros universitdrios. Sobre a importincia da pesquisa

matematica, D’ Ambrosio destaca que:

Assim como no processo de construcao da Matemédtica como
disciplina, a esséncia do processo € a pesquisa, na constru¢cao
do conhecimento para cada aluno, a esséncia do processo
tem que ser a pesquisa. Dificilmente o aluno de Matemdtica
testemunha a acao do verdadeiro matematico no processo de
identificacdo e solug@o de problemas. O professor faz questio
de preparar todos os problemas a serem apresentados com
antecedéncia; consequentemente, o legitimo ato de pensar
matematicamente € escondido do aluno, e o tinico a conhecer
a dindmica desse processo continua sendo o professor. O
professor, com isso, guarda para si a emocao da descoberta
de uma solugdo fascinante, da descoberta de um caminho

produtivo, das frustra¢des inerentes ao problema considerado
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e de como um matematico toma decisdes que facilitam a
solucdo do problema proposto. O que o aluno testemunha €
uma solucdo bonita, eficiente, sem obsticulos e sem duavidas,
dando-lhe a impressdo de que ele também conseguird resolver
problemas matematicos com tal elegancia. (D’ AMBROSIO,
1993, p. 36).

Definicao 1. Um problema matemdtico em aberto é uma questdo ndo
resolvida, ou seja, uma questdo em que a solucdo ndo foi encontrada ou

ndo se provou que a questdo ndo tem solugdo.

Os problemas em aberto podem despertar o interesse do aluno pela
investigagdo matematica, pois existem problemas que sdo faceis de enunciar,
mas cujas solugdes ainda ndo foram encontradas e que despertam um
fascinio especial. Um problema desse tipo € a Conjectura de Collatz (1910 -

1990) ou Problema 3n+ 1, cujo enunciado é:

Problema 1 (Conjectura de Collatz). Dado um niimero natural, n,

executando-se os seguintes passos:

. n
i) Se n for par, o seu sucessor serd 5;

ii) Se n for impar, o seu sucessor serd igual a 3n+ 1.

e repetindo-se esse processo, o niimero 1 é sempre obtido?

Por exemplo, comecando com o nimero 3, obtém-se:
3—-10—-5—=16—=-8—=4—=2—1

A conjectura de Collatz € um problema matematico em aberto com

enunciado acessivel ao estudante da educagdo bdsica e ja testado para
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milhares de nimeros com uso de supercomputadores sempre atingindo o
numero 1, mas ela ainda ndo foi provada matematicamente.

Acredita-se que a solucdo da conjectura de Collatz abrird novos ca-
minhos para a matemadtica e o seu poder em motivar alunos a pesquisa
matemadtica pode ser constatado nas palavras do matematico Derek Jen-

nings

outra razdo € que, por ser facil de apresentar e entender, tem
potencial de atrair jovens para a matematica. Eu mesmo soube

de sua existéncia no Ensino Médio e nao resisti ao seu encanto
(BBC BRASIL, 2016).

O uso de problemas em aberto no ensino da matemdtica ¢ fundamental
para criar um ambiente interativo entre o aluno e o professor e proporcionar
o aprendizado por meio da investigacdo, permitindo a constru¢do de um
conhecimento mais sélido. Assim, é contraditério o professor de matema-
tica ndo apresentar problemas em aberto aos seus alunos, como destaca
Sacristan

Penso que o mais importante € a dicotomia entre as ativida-
des de ensinar e aprender, introduzida artificialmente por uma
prética escolar inadequada. O pesquisador /professor aprende
principalmente investigando, mas, no momento em que entra
na sala de aula, esquece que o estudante, para aprender, precisa
investigar. Assim separa as duas atividades, pois ndo percebeu
que sdo interligadas, ou por que ndo se interessa em aprender a
utilizar métodos adequados para conectd-las. Outros motivos
também se fazem presentes, como a ideia de que a investigacao
é reservada a um grupo especial de pessoas, assim como a
ideia de que a descoberta sé € importante quando alguém a faz
pela primeira vez conforme os registros académicos. Ocorre
também, por parte dos professores, o receio de se depararem,
durante a aula, com problemas cuja resposta nao conhecem de
imediato. Com essa concepgao se perde a motivagdo pedago-

gica da descoberta e se reduz o ensino a transmissdo do produto
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histérico da investigacao, perdendo-se o valor da compreensao
do processo de produgio desse conhecimento (SACRISTAN,
1998, p. 60).

Apesar do uso de atividades investigativas se mostrar relevante para o
aprendizado em matematica, estd ausente no cotidiano escolar da educacao
basica, o que nio acontece no ensino superior com os projetos de iniciagcdo
cientifica, que incentivam os estudantes de graduagdo a pesquisa. Assim,
o propésito deste trabalho se concentra na investigacdo de problemas ma-
temdticos em aberto e na formulacdo de estratégias para apresenta-los aos

alunos do Ensino Médio.

9.2 Fundamentos tedricos e metodologicos

9.2.1 Problemas em aberto de teoria dos nameros

Os ntimeros primos guardam muitos segredos e mistérios que podem
estimular o estudante da educacdo bdsica a refletir sobre a Teoria dos
Numeros e suas aplicacdes, estimulando o pensamento critico e a construgado
de ideias que fomentem a pesquisa e, consequentemente, estimulem o aluno

a aprender matematica, como destaca Abramo Hefez

Esses nimeros desempenham papel fundamental e a eles estio
associados muitos problemas famosos cujas solugdes tém resis-
tido aos esfor¢os de vérias geracdes de mateméaticos (HEFEZ,
2016, p.122)

9.2.1.1 Os Nameros primos

Entre os nimeros naturais, existem nimeros que funcionam como blo-
cos bésicos que permitem a construcdo de todos os nimeros naturais maio-
res que 1 pela multiplicacdo, ou seja, existem nlimeros primitivos que nao
podem ser gerados pela multiplicacdao de outros nimeros, como 2,3 e 5, e
outros nimeros secundarios, gerados a partir da multiplicagdo de nimeros

primitivos, comoo 6 =2- 3eo010=2-5.
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Definicao 2. Um niimero natural p maior que 1 é primo se possui como

divisores apenas 1 e ele proprio, ou seja, 1 e p.
Por exemplo, 5 € primo.

Definicao 3. Um niimero natural n maior que 1 que ndo é primo é dito
composto e pode ser expresso como produto de dois naturais ny e ny, tais

que 1< ny, np < n, ou seja, n = niny.

Por exemplo, 12 é composto, pois 12 =4 3.
9.2.1.1.1 Ndmeros primos em progressao aritmética

Nesta secdo, abordaremos a distribuicao dos nimeros primos e, especi-
ficamente, resultados sobre sequéncia de niimeros primos em progressao
aritmética. Para uma andlise mais detalhada desse tema, o leitor pode
consultar o artigo "Recorréncias, progressdes aritméticas e teoria ergddica:
teoremas de van der Waerden e de Green-Tao", de Peixe e Buescu, indicado

nas referéncias.

Definicao 4. Uma progressdo aritmética, denotada por PA, é toda sequén-
cia numérica em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao anterior

somado de uma constante r chamada razdo da PA.

Por exemplo, a sequéncia (2,5,8,11,...) é uma PA com primeiro termo
a; =2erazaor = 3.

Um termo qualquer de uma PA, com primeiro termo a; € razdo r, é dado
poraj + (n—1) - r, para todo n natural. Assim, a sequéncia formada pelos
nimeros da forma 6n+5 =114 (n— 1) -6 é uma progressdo aritmética
e nessa progressao € possivel encontrar infinitos primos. De fato, esse €
um caso particular do teorema a seguir, que foi demonstrado por Dirichlet
(1805 - 1859).

Teorema 1 (Dirichlet). Se a e b sd@o niimeros naturais primos entre si, entdo

a progressdo aritmética

a,a+b,a+2b,a+3b,...
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possui infinitos niimeros primos.

Ao encontrar progressoes aritméticas com infinitos termos primos, por
exemplo 6n + 5, com n natural, cujos termos sao 11,17,23,29,35.41, ...,
observe-se que, apesar da progressao ter infinitos nimeros primos, nem
todos os seus termos sdo primos, como, por exemplo, 35 = 6-5+ 5. Existe
uma busca por progressoes aritméticas formadas somente por nimeros
primos, a sequéncia 3, 5 e 7, por exemplo, € uma progressao aritmética
formada s6 por trés nimeros primos e as maiores ja encontradas contém 26
primos (ANDERSEN, 2017). Em 2016, Takeshi Nakamura encontrou uma

dessas progressoes aritméticas dada por
149836681069944461 + 7725290 - P -n

sendoP=2-3-5-...-23 =223092870 e n inteiro tal que 0 < n < 25.
Sobre progressodes aritméticas formadas apenas por nimeros primos,

destacamos os seguintes resultados:

Teorema 2. Ndo existe progressdo aritmética formada por trés ou mais
niimeros primos distintos cujo primeiro termo é 2 ou cuja razdo é um

niimero impar.

Demonstragdo. : O primeiro termo a; da PA ndo pode ser 2, sendo a
PA(2,2+r,2+2r,...) teria pelo menos dois dos trés primeiros termos
nimeros primos pares, o que € um absurdo, pois 2 € o Unico primo par.
Entdo, a; é primo impar e a razdo r da PA(ay,a; +r,a; +2r,...) ndo pode

ser impar, sendo teria o segundo termo a; + r primo par, outro absurdo. [

Teorema 3 (Teorema de Corput). Existe uma infinidade de progressoes

aritméticas formadas por trés niimeros primos.
Por exemplo, (3,11,19), (5,11,17), (7,19,31) e (11,29,47).

Teorema 4 (Teorema de Green e Tao). Dado um niimero natural n qualquer,

existem primos pi,p2,...,Pn tais que

Pi+1 — Pi = Pi — Pi—1,

para todo i natural tal que 2 <i<n—1.
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Em outras palavras, Green e Tao (2008) provaram a existéncia de pro-
gressoes aritméticas s6 formadas por nimeros primos de tamanhos arbitra-
rios. Sobre progressoes aritméticas infinitas, o resultado a seguir mostra

que nao é possivel elas possuirem apenas ndmeros primos.

Teorema 5. Ndo existe uma progressdo aritmética com infinitos termos

formada apenas por niimeros primos.

Demonstragdo. Seja a progressao
a,a+b,a+2b,a+3b,...,

Suponha, por absurdo, que a + nb = p, onde p é primo para todo n natural.
Se colocarmos N = n+ kp, k natural, temos:

a+Nb=a+ (n+kp)b=a+nb+kpb=p+kpb= p(l+kb)

entdo, a + Nb € divisivel por p e, consequentemente, ndo € primo, o que é

um absurdo. L]

Sobre progressoes aritméticas formadas por nimeros primos, existem

as seguintes questdes nao resolvidas:

Problema 2. Existem infinitas progressoes aritméticas formada por trés

niimeros primos distintos cujo primeiro termo é 3?

Em 1939, Van der Corput (1890-1975) provou o Teorema 3 sobre
a existéncia de infinitas progressdes aritméticas de 3 primos, mas nao
necessariamente iniciadas pelo nimero 3. Vdrias progressdes aritméticas
iniciadas por 3 sdo conhecidas, mas nao se sabe se hd uma infinidade
delas. Por exemplo, (3,5,7), (3,11,19), (3,13,23), (3,17,31), (3,23,43),
(3,31,49), (3,37,71).

Problema 3. Existem sequéncias arbitrariamente longas de niimeros pri-

mos consecutivos em progressdo aritmética?
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Em 1967, Lander e Parkin encontraram a primeira sequéncia de 6 primos
consecutivos em PA, com primeiro termo 121174811 e razdo 30. A maior
sequéncia ja encontrada possui 10 nimeros primos consecutivos em uma PA
cujo primeiro termo € um nimero de 93 algarismos e razdo 210 (DUBNER
et al, 2001).

9.2.2 Problemas em aberto de combinatoria

Este assunto é importante para desenvolver no aluno a sua capacidade
de raciocinio.

Embora a Anédlise Combinatéria disponha de técnicas gerais
que permitem atacar certos tipos de problemas, é verdade que
a solugdo de um problema combinatdrio exige quase sempre
engenhosidade e a compreensdo plena da situagdo descrita pelo
problema. Esse € um dos encantos desta parte da Matemética,
em que problemas faceis de enunciar revelam-se por vezes difi-
ceis, exigindo uma alta dose de criatividade para sua solugao.
[...] Se a aprendizagem destes conceitos se faz de maneira me-
canica, limitando-se a emprega-los em situagdes padronizadas,
sem procurar habituar o aluno com a andlise cuidadosa de cada
problema, cria-se a impressao de que a Anélise Combinatdria
¢ somente um jogo de férmulas complicadas (MORGADO,
1991, p. 3).

9.2.2.1 Quadrados magicos

Nesta secdo, abordaremos os quadrados méagicos que representam uma
excelente ferramenta de aprendizagem capaz de desenvolver habilidades

em relacdo a utilizagdo de operagdes matematicas.

Definicao 5. Um quadrado mdgico de ordem n, para todo n natural maior
que 2, é uma tabela quadrada de niimeros naturais distintos composta de n
linhas e n colunas, tais que a soma de qualquer linha, coluna e diagonal

dd sempre o mesmo valor k, chamado constante mdgica.
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Figura 9.1: Quadrado mégico de ordem 3 com k = 36

Fonte: Elaborada pelo autor.

2 niimeros do quadrado magico de ordem 7 estio sequenciados de

Seosn
1 an?, asoma S de todos os niimeros do quadrado magico de ordem n pode
ser encontrada usando a soma dos i primeiros termos de uma progressao
aritmética. Entdo:

i 1+ n?
S=142+4+n’= (%)z:< —;n )-nz,

e a constante magica k, soma de cada linha, coluna ou diagonal, é k = %,

ou seja, k = <1+—2"2) -n. Por exemplo, num quadrado magico de ordem 3

numerado de 1 a 9 a constante mégica € k = (1232> -3=15.

Figura 9.2: Quadrado mégico de ordem 3 com k = 15

Fonte: Elaborada pelo autor.

Propriedades dos quadrados magicos de ordem 3, numerados de 1

a 9: Considerando o seguinte quadrado magico, temos:
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Figura 9.3: Quadrado méagico de ordem 3 genérico

Fonte: Elaborada pelo autor.

1. O termo central é sempre igual a 5;

Observe que a+b+c=15e g+ h+i=15. Somando essas duas

equagdes, temos:

a+b+c+g+h+i=15+15
(a+i)+(c+g)+ (b+h) =30,
mas
ati=c+g=b+h=15—e¢,
portanto
IS—e+15—e+15—e=30
45 —-3e =30
e=>3.
2. Os cantos sao sempre numeros pares.

Supondo, por absurdo, que os cantos sdo os impares 1, 3, 7 e 9,

devemos colocar nos cantos opostos nimeros que somem 10.
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Figura 9.4: Cantos do quadrado magico de ordem 3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Entdo, teriamos uma linha ou coluna com os numeros 1 e 3,
o que é um absurdo, pois o maior valor que dispomos é 9 e
1+3+49 =13, que € menor que a constante magica 15. Além
disso, o0s cantos opostos ndo podem ter paridades distintas,
visto que a soma deles seria impar e, quando somada ao termo
central que € impar e igual a 5, seria par, ou seja, a constante
madgica seria diferente de 15. Assim, temos a seguinte solugdo para

um quadrado mégico de ordem 3 com numeros sequenciados de 1 a 9.

Figura 9.5: Quadrado méagico de ordem 3 numeradode 1 a9

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando os ndmeros naturais consecutivos 1,2, ...,n> para preencher
um quadrado méagico de ordem n, existem precisamente:
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* Um tnico quadrado magico de ordem 3;
» 880 quadrados magicos de ordem 4;

* 275.305.224 quadrados mégicos de ordem 5;

N3ao se sabe o nimero exato de quadrados magicos de ordem 6, mas
foi estimado que seja da ordem de 10'° (STEWART, 2009). O célculo
da quantidade de quadrados méagicos apresenta o seguinte problema nao
resolvido:

Problema 4. Qual a quantidade de quadrados mdgicos de ordem n dife-
rentes, para todo n natural maior que 5?

9.2.3 Quadrados magicos de quadrados perfeitos

Existem quadrados mégicos em que todos os seus nimeros sao quadra-
dos de nimeros naturais, ou seja, quadrados perfeitos, e o primeiro deles,
de ordem 4, foi encontrado por Leonhard Euler em 1770 (BOYER, 2005).

Figura 9.6: Quadrado méagico de Euler de quadrados perfeitos de ordem 4

Fonte: Euler’s Magic Square (2016).

Problema 5. Encontrar um quadrado mdgico de quadrados perfeitos de

ordem 3.
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Esse problema foi proposto pelo matemético Edouard Lucas em 1876
e alguns resultados chegaram perto. Por exemplo, o quadrado encontrado

pelo matematico Lee Sallows:

Figura 9.7: Quadrado de quadrados perfeitos de Lee Sallows de ordem 3
| 1272 | 462 | 582
| 2 |13 | 94
| 742 | 822 | 972

Fonte: Boyer (2005).

Observe que esse quadrado tem todas as linhas, colunas e uma diagonal
com soma 21.609, mas a diagonal 127% + 113% + 972 = 38.307, portanto
nao é mégico. Euler conseguiu encontrar o seguinte quadrado magico em

que apenas dois termos ndo sdo quadrados perfeitos:

Figura 9.8: Quadrado mégico de Euler de ordem 3
| 3732 | 2892 | 5652
360721 | 4252 | 23
| 2052 | 5272 [222121

Fonte: Boyer (2005).

9.2.4 Quadrados magicos de niimeros primos

O primeiro quadrado magico de ordem 3 formado apenas por nimeros
primos foi encontrado por Sayles em 1913 e possui constante mdgica 177
(SHULDHAM, 1914).
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Figura 9.9: Quadrado mégico de nimeros primos de Sayles

|71 | 5 |101
| 89 |59 |29
| 17 [113 | 47

Fonte: Boyer (c2020).

Considerando a progressdo aritmética (a —4r,a—3r,a—2r,a—r, a,
a+r,a+2r,a+3r, a+4r) de 9 termos, com a e r naturais, podemos

dispor os seus termos num quadrado mégico de ordem 3 da seguinte forma:

Figura 9.10: Quadrado magico de ordem 3 de niimeros em PA

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em geral, os termos de uma progressio aritmética com n? termos podem
ser nimeros de um quadrado mégico de ordem n e o Teorema 4 de Green
e Tao, da Subsecdo 9.2.1.1.1, afirma que existem progressdes aritméticas
de nimeros primos de tamanhos arbitrdrios, portanto existem quadrados
madgicos de nimeros primos de ordem n, para todo n natural maior que
2. Por exemplo, o quadrado magico de ordem 3 com niimeros primos em

progressdo aritmética dada por 210n — 11, com n naturale 1 <n <9.
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Figura 9.11: Quadrado mégico de ordem 3 de nimeros primos em PA

Fonte: Elaborada pelo autor.

9.2.4.1 Problemas em aberto de geometria

A Geometria surgiu nas civilizagdes antigas por meio da experimenta¢ao
para suprir necessidades cotidianas relacionadas ao plantio, construgdes
e movimento dos astros, sendo usada para cilculo de perimetros, dreas
e volumes. Euclides (300 a.C.), em sua obra Os Elementos, apresentou
a geometria como ciéncia de natureza légica e dedutiva, em que cada
afirmacdo deveria ser deduzida de outras mais simples de maneira logica e
sucessiva.

Os problemas geométricos sempre despertaram o interesse das pessoas
€ 0s mais marcantes objetivavam constru¢des com uma régua ndo graduada
e um compasso, sendo conhecidos como: “Os trés problemas cldssicos de

Geometria”. Eles sao:

* a quadratura do circulo: construir um quadrado com drea igual ao de

um circulo dado;

* a duplicacdo do cubo: construir um cubo com volume igual ao dobro

do volume de um cubo dado;

* a trissec¢do do angulo: dividir um angulo qualquer em trés partes

com medidas iguais.

A busca pela solugdo desses problemas promoveu o desenvolvimento

da geometria Euclidiana, levando a descobertas, das quais destacamos as
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cOnicas e curvas cubicas. Pierre Laurent Wantzel, em 1837, provou a
impossibilidade da solu¢do dos trés problemas cldssicos somente com régua
e compasso (BARBOSA; ASSIS NETO, 2011).

Apesar da origem remota, a Geometria Euclidiana ndo esté totalmente

pronta e vérias questdes ainda permanecem sem solucao.

9.2.4.2 O Tijolo de Euler

Definicao 6. O tijolo de Euler ¢ um paralelepipedo reto-retangulo em que
todas as arestas e diagonais das faces tém medidas expressas por niimeros

inteiros positivos.

Figura 9.12: Tijolo de Euler

Fonte: Nascimento (2015).

Encontrar tijolos de Euler € uma aplicacdo natural de triplas pitagoricas,
pois todas as faces do sélido sdo retangulos e as medidas de suas diagonais
sdo encontradas por meio do teorema de Pitdgoras. O menor tijolo de
Euler ja encontrado tem arestas A = 240,B = 117 e C = 44, e diagonais
das faces Dap = 267, Dyc = 244 ¢ Dgc = 125, sendo descoberto em 1719,
pelo matemdtico Halcke. Se a diagonal interna do paralelepipedo que nao
esta contida numa das faces também tem como medida um nimero inteiro,
o paralelepipedo diz-se perfeito.

Problema 6. Encontrar um tijolo de Euler perfeito.
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Ja foram encontrados alguns paralelepipedos de arestas inteiras com
diagonal interna inteira e apenas duas diagonais de suas faces inteiras,
sendo considerados paralelepipedos quase perfeitos, por exemplo, o para-
lelepipedo com arestas A = 672,B = 153 e C = 104, diagonais das faces
Dap = 3\/W, Dac = 680 e Dgc = 185 e diagonal interna Dpc = 697.

9.2.5 Aplicacao em sala de aula
9.2.5.1 Quadrados magicos e progressoes aritméticas

Nesta secdo, apresentaremos uma proposta de aplicagdo das proprieda-
des de progressdes aritméticas nos quadrados magicos.

Tema: Quadrados Magicos

Objetivos: Estudar propriedades das progressdes aritméticas com o

uso quadrados méagicos.
Contetados Relacionados: Progressao aritmética e matrizes.
Publico alvo: Estudantes da segunda série do Ensino Médio.

Metodologia: Aula expositiva apresentando defini¢do e proprieda-
des das progressoes aritméticas aplicadas aos quadrados magicos.

Inicialmente € preciso trabalhar os contetidos de Progressdes Aritméti-

cas e Matrizes, desenvolvendo os seguintes topicos:

* Sequéncia Numérica: Dado um ndmero natural n, chama-se
sequéncia numérica finita toda fungdo dos ndmeros naturais
menores ou iguais a n nos reais, ou seja, f:{1,2,3,4,...n} - R
tal que f(n) = a,. Os ndmeros aj,ay,...,a, sdo chamados de
termos da sequéncia e denota-se a sequéncia numérica finita por

f=(a1,az,...,a,), em que as imagens dos niimeros naturais menores
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ou iguais a n, pela funcdo f: {1,2,3,4,...,n} — R, aparecem entre
parénteses, ordenadamente, da direita para esquerda. Se f : N — R,
tal que f(n) = a,, a sequéncia f = (ay,az,...,an,...) ¢ chamada

numérica infinita.

* Progressao Aritmética: Uma progressao aritmética, denotada por
PA, € toda sequéncia numérica em que cada termo, a partir do se-
gundo, € igual ao anterior somado de uma constante r chamada razio

da PA. Se a sequéncia numérica que forma a PA ¢€ finita, a PA ¢ finita.

— Termo Geral da PA: Se (a;,a;,...,a,-1,an,d,+1,...) € uma
progressdo aritmética de razao r, entdo o termo de ordem n
¢ dado por a, = a; + (n—1) - r, para todo n natural, tal que
n>1.

— Trés termos consecutivos de uma PA: Em toda PA, cada
termo, a partir do segundo, é média aritmética entre o ante-
cedente e o consequente.

Considerando a,b e c, trés termos consecutivos de um PA,

temos:
a-+c
[ ]
2

b—a=c—-b=2b=a+c=b=

— Termos Equidistantes dos Extremos: Dois termos de uma
sequéncia finita sdo equidistantes dos extremos quando o nu-
mero de termos que precede um deles € igual ao nimero de

termos que sucede ao outro. Assim, na sequéncia:

(ar,a2,...,6;,ai41,. .., Qn—i,An—it1,- -, Gn_1,0y)
%/_/ ~ VvV -
i termos i termos

0s termos a; | € a,—; sdo equidistantes dos extremos. Observe
que dois termos ay € a, serdo equidistantes dos extremos se
k+ p =n+ 1. Por exemplo, a4 € a,_3 sdo termos equidistantes

dos extremos de uma PA de n termos.
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Propriedade: Em toda PA finita, a soma de dois termos equi-
distantes dos extremos € igual a soma dos extremos.
Sabemos que os termos a;;1 € a,—; sao equidistantes dos extre-

mos, aplicando a expressao do termo geral, temos

aiv1tan—i=ar+(n—i—1)-r+a;+(n—n+i)-r
=ai+a+mn—i—l+n—n+i)-r
=aj+a+n-1)-r

=a;+a,. n

Termo Central de uma PA: Em toda PA finita, com nimero
fmpar de termos, o termo central ¢ média aritmética dos extre-
mos ou de dois termos equidistantes dos extremos.

Seja uma PA com 2n 41 termos

(a17a27 s 7an7an+17an+27 LR 702n7a2n+1)

O termo central € a, 1. Note que a,,d,+1 € a,+2

sdo termos consecutivos da PA, portanto

. an +ayi2
ap+1 = T;

como a, € ay4+> sao termos equidistantes dos extremos a; €
anp+1, temos

Ayl = pn+0apy2 a1+ a4
n+1 — - :
2 2

Soma dos n primeiros termos de uma PA: A soma dos n

primeiros termos de uma PA € dada por

ay +ay
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Considerando os n primeiros termos de uma PA, pode-
mos escrever

Sy = ait+ay+---+ap_1+a,. (1) ou
Sp = an+ap_1+---+ar+a;. (2)

Adicionando membro a membro as equacoes (1) e (2), segue

que

2-Sp=(ar+ay)+(ax+an_1)+ -+ (ay—1+a2)+ (an+ay).

O segundo membro da equacdo acima é composto por parcelas

que sdao somas de termos equidistantes dos extremos, portanto:

ay+a
2-Sp=(a1+ay) n=8,= ( ! 5 n) ‘nm
Matriz Quadrada: Uma matriz quadrada de ordem n ou n X n € uma
tabela de niimeros dispostos em 7 linhas e n colunas, onde a; ; representam

os elementos que se localizam na linha i e coluna j

aj aip -+ daip

a1 ap - axg
A= | ’

ap1 dp2 -+ Qpp

nxn

coml <ij<n.

* Diagonal Principal: Numa matriz quadrada de ordem r, a diagonal

principal ¢ formada pelos elementos a; ; tais que i = j, ou seja,

a1,17a2,27 e 7an,n-
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* Diagonal Secundaria: Numa matriz quadrada de ordem n, a diago-
nal secundaria é formada pelos elementos a; ; tais que i+ j =n+1,

ous€ja, ay n,d2 n—1,---,4n,1-

Figura 9.13: Diagonais de uma matriz quadrada

Fonte: Elaborada pelo autor.

* Quadrado Magico: Um quadrado magico é uma matriz quadrada
de ordem n, com a; ; distintos e 1 <, j < n, onde a soma dos elemen-
tos de cada linha, de cada coluna e de cada diagonal é sempre igual a

uma constante k, chamada constante méagica.

Ap6s trabalhar os tépicos acima e apresentar a defini¢do de qua-
drados magicos, mostrar exemplos e propor aos alunos que eles

encontrem um quadrado magico de ordem 3 com numeros de 1 a 9.

Na sequéncia, orientar os alunos para que facam as seguintes trans-

formagdes em seus quadrados magicos:

— Somar uma constante: Adicionando uma constante a qual-
quer a todos os termos do quadrado mégico de ordem 3, nume-

rado de 1 a 9, percebemos que:

Qualquer sequéncia de nove niimeros consecutivos

pode ser termos de um quadrado mdgico de ordem
3;
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Figura 9.14: Quadrado magico de ordem 3, numeradode 1 a9

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9.15: Quadrado mégico de ordem 3 numerado de a+1 a a+9

a+2 | a+7 | a+6

a+9 | a+b | a+l

a+4 | a+3 | a+8

Fonte: Elaborada pelo autor.

— Multiplicar por uma constante: Multiplicando por constante
s qualquer todos os termos do quadrado mégico de ordem 3,
numerado de 1 a 9, percebemos que:
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Qualquer sequéncia de nove miiltiplos consecuti-
vos de um niimero inteiro pode ser termos de um

quadrado mdgico de ordem 3,

Figura 9.16: Quadrado magico de ordem 3 numerado de r a 9r

2r 7r or

Or 5r r

4r 3r 8r

Fonte: Elaborada pelo autor.

— Multiplicando e somando: Multiplicando por uma constante
r e depois adicionando uma outra constante a a cada um dos
termos do quadrado mégico de ordem 3, numerado de 1 a 9,

percebemos que:

Qualquer progressdo aritmética de nove niimeros
pode ser termos de um quadrado mdgico de ordem
3
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a+2r | a+7r | a+6r
a+9r | a+b5r | a+r
a+4r| a+3r| a+8r

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 9.17: Quadrado mégico de ordem 3 numeradode a+raa-+9r

E possivel arranjar termos de progressdes aritméticas em qua-

drados magicos de ordem maior que 3. Por exemplo, num

quadrado mégico de ordem 4, podemos colocar os 16 termos da

seguinte progressdo aritmética: (a,a+r,a+2r,...,a+ 14r,a+

15r) com a e r naturais, da seguinte forma

Tabela 9.1: Quadrado mégico de ordem 4 com nimeros em PA

a a+14r | a+13r a+3r | 4a+30r
a+11r a+5r a+6r a+8r | 4a+30r
a+Tr a+9r a—+10r a+4r | 4a+30r
a+12r a+2r a+r a+15r | 4a+30r
4a+30r | 4a+30r | 4a+30r | 4a+30r

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe que os 16 termos da progressao aritmética foram ar-

ranjados formando um quadrado mégico cuja constante magica
€ 4a+30r.

Existe uma outra relacdo entre os quadrados mégicos e as

progressoes aritméticas, como veremos a Seguir:
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— A Constante Magica: Considerando um quadrado magico de
ordem 1, numerado de 1 a n?,

a, ai2 - QAia
a1 a2z -+ Ap
an1 dp2 - Qpn

coml<ij<neaq;;c {1,2,3,...,112}, a soma S de todos
os nimeros do quadrado mégico de ordem n pode ser encon-
trada usando a soma dos i primeiros termos de uma progressao

aritmética, entao

. 1 2
S=1+42+..+n= (C”Tﬂl‘)z:( J;” )~n2

e a constante magica k, soma de cada linha, coluna ou diagonal,

1 2
k:( Zn >-n.

Ap6s trabalhar essas aplicacdes, o professor pode apresentar

2 S .
k= =, ou seja,

aos alunos os problemas em aberto sobre quadrados magicos
da Secdo 9.2.2.1, como também propor que procurem quadra-
dos mégicos formados por nimeros primos, o que pode ser
feito usando o fato de que progressdes aritméticas fornecem
nimeros para os quadrados magicos e o Teorema de Green e
Tao, abordado na Subsec¢do 9.2.1.1.1, que garante a existén-
cia de progressdes aritméticas de niimeros primos de tamanho

arbitrario.

Na sequéncia, sugerimos uma lista de exercicios sobre

quadrados maégicos para ser aplicada apds trabalhar essa
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atividade

Questoes Propostas

Questao 1 (Colégio Pedro II - 2017). O Quadrado Mdgico é uma tabela
quadrada composta por niimeros inteiros consecutivos a partir do 1, em
que a soma de cada coluna, de cada linha e de cada diagonal sdo iguais.
Essa soma é chamada de niimero mdgico.

Aprenda a encontrar o niimero mdgico de um quadrado 3 X 3 como o da

figura.

s
L
in
|

O quadrado mdgico 3 x 3 possui 9 posicoes, portanto deve ser preenchido
com os niimeros de 1 até 9 sem repeticdo.
O niimero mdgico pode ser encontrado seguindo dois passos.

Passo 1 — Encontrar a soma total dos niimeros.
14243+4+5464+7+8+9=45

Passo 2 — Dividir a soma encontrada pelo niimero de colunas existentes
no quadrado. No caso do quadrado mdgico 3 X 3 os 9 niimeros estdo
agrupados em 3 colunas. Logo o niimero mdgico serd 45 :3 = 15. Em

condicoes semelhantes, o niimero mdgico de um quadrado 4 X 4 serd
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a) 16.
b) 24.
c) 34.
d) 64.
e) 136.

Resolucdo: Do enunciado, o niimero mdgico de um quadrado 4 x 4 é dado

por:

1+2+---+16

1+16
(—==)-16=34
e ()

I

Questao 2 (UPE - 2012). O quadrado mdgico abaixo foi construido de
maneira que os nimeros em cada linha formam uma progressdo aritmética
de razdo x, e, em cada coluna, uma progressdo aritmética de razdo y, como

indicado pelas setas.

15

10

Sendo x e y positivos, qual o valor de N?
a) 14
b) 19
c) 20
d) 23
e)25
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Resolucao: Cada linha forma uma progressao aritmética de razdo x = 2.

Cada coluna, uma progressao aritmética de razdo y = 3. Portanto, temos:

Questao 3 (UFTM - 2012). O quadrado mdgico multiplicativo indicado na
figura é composto apenas por niimeros inteiros positivos. Nesse quadrado
mdgico, o produto dos niimeros de cada linha, de cada coluna e de cada

uma das duas diagonais principais dd sempre o mesmo resultado.

Nas condigoes dadas, x+y+z+w é igual a
a) 56.
b) 58.
c) 60.
d) 64.
e) 66.

Resoluc¢ao: Temos que

100x = 500y = 10zw = 500w = 20z =50xw = x =10,y =2,z=50¢
w=2
Portanto, x +y+z = 64.
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Questao 4 (Profmat MA21 - 2015). Dado n € N par, pode existir um

quadrado n x n que é preenchido pelos n* primeiros niimeros primos?

Resolucio: A resposta é ndo, e a razao € uma obstrucao de paridade,
baseada no fato que 2 € o tinico primo par. Suponha, por absurdo, que existe
um quadrado mégico como estipulado acima. Observe que a linha que
contém 2 tem um elemento par e n — 1 impares; como n — 1 € impar, isso
quer dizer que a soma dos nimeros na linha é impar. Por outro lado, uma
linha que ndo contém 2 tem de ter soma par (estamos somando n nimeros
impares e n é par!). Mas, entdo, temos duas linhas com somas distintas,
absurdo!

Questao 5 (PUCPR - 2005). Um quadrado mdgico é um arranjo quadrado
de niimeros tais que a soma dos niimeros em cada fila (linha ou coluna) e
nas duas diagonais é o mesmo. Os nove niimeros n,n+3,n+6,....n+ 24,
em que n é um nimero inteiro positivo, podem ser usados para construir
um quadrado mdgico de trés por trés.

A soma dos niimeros de uma fila deste quadrado vale:

a)3n+6

b) 3n+ 36

c)3n

d)3n+24

e)3n+12

Resolucao: Os 9 nimeros n,n+3,n+6,...,n+ 24 estdo em PA cuja soma
éS:

24
s:(%)oz(ﬁlz)g

e a soma dos elementos de uma fila €

S (n+12)-9
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9.3 Consideracoes finais

A aplicacdo de problemas em aberto no Ensino Médio pode motivar
os alunos desse nivel a aprender matematica, deixando-os surpresos com
a possibilidade de entender a afirma¢do de um problema nao resolvido e
como problemas com enunciados simples, como a Conjectura de Collatz,
ndo estdo resolvidos.

O trabalho mostra que existem varios problemas em aberto cujos enun-
ciados estdo no nivel da matematica da educacdo bdsica, como também
afasta dos alunos a mentalidade de que todos os problemas tém respostas
conhecidas e que seus professores podem encontrar a resposta a todos os
problemas. Apesar de ndo resolver nenhum dos problemas em aberto, o
texto produzido apresenta avangos e solu¢des parciais para a maioria dos
problemas, promovendo um aprofundamento de conteidos matematicos
da educacdo basica e acrescentando conteudos que normalmente ndo sao
trabalhados nesse nivel escolar.

Em um processo de aprendizagem ativa, o aluno deve ser protagonista
de seu aprendizado, em uma relagdo interativa com o professor, criando
uma via de méo dupla em que ambos aprendem e se desenvolvem. E fato
que o uso de atividades investigativas proporciona essa aprendizagem ativa,
colocando o professor como orientador que ajuda o aluno a ir além do ponto
em que conseguiria chegar sozinho. Acreditamos que o uso dos problemas
matemdticos em aberto podem promover a investigacao, mas durante a

elaboragdo deste material surgiram os seguintes questionamentos:

1. Qual a melhor forma de se propor um problema matemético em aberto
a um estudante do Ensino Médio? Mencionar ou ndo que se trata de

um problema em aberto?

2. O conhecimento prévio pelo estudante do Ensino Médio de que um
problema matematico estd em aberto gera motivacao ou desestimulo

para tentar respondé-lo?

3. Se um problema matemdtico em aberto gerar uma motivacao num

estudante do Ensino Médio para tentar respondé-lo, serd apenas por
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um curto espaco de tempo e logo ele desistird apds algumas tentativas

de resolucao?

4. Os problemas matemadticos em aberto motivam apenas alunos do
Ensino Médio com alto potencial em matematica ou podem motivar

os que tém dificuldade?

5. A motivacdo gerada por um problema matematico em aberto pode
causar dependéncia e viciacdo, prejudicando pedagogicamente o

estudante do Ensino Médio nos seus estudos regulares?

Assim, pretendemos dar continuidade nesta pesquisa com aplicacdo
desse material para coletar dados que permitam analisar o comportamento
dos estudantes do Ensino Médio diante dos problemas em aberto e, conse-
quentemente, elaborar uma proposta curricular de matematica para o Ensino
Médio incentivando atividades investigativas por meio de problemas em
aberto.
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desse programa como formacao continuada de professores de matematica, que
reflete, sem divida, na elevacao da qualidade de ensino de matematica em Per-
nambuco e em regioes circunvizinhas.
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