SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS 1. SEQUENCIAS NUMERICAS

1.1. TERMO GERAL & CLASSIFICACAO

1. Em cada caso abaixo, encontre os quatro primeiros termos da sequéncia:

1

@) an =5 —

D) b,=vn+1—yn (c)ec,=(-1)"n.

2. Faca um gréfico que represente os primeiros termos da sequéncia a,, =

n .
ligados por segmentos

n+1
de retas e verifique quantos pontos da forma (n,a,) estdo fora da faixa horizontal determinada

pelas retas y = 4/5 e y = 6/5.
3. Dé exemplo de uma sequéncia {a,}, ndo constante, para ilustrar cada situagao abaixo:

(a) Limitada e Crescente.

(b) Limitada e Decrescente.

(c¢) Limitada e ndo Monétona.

(d) Nao Limitada e nao Crescente.
(e) Nao Nimitada e nao Monétona.

(f) Monétona e nao Limitada.

4. Construa uma sequéncia limitada e nao mondétona, que possua uma subsequéncia crescente.

5. Expresse pelo seu termo geral cada sequéncia dada abaixo:

(a) 1,1/2,1/3,1/4,... (b) 1,0,1,0,1,... (c) 1/2,1/4,1/8,1/16, ...
(d) 0,2,0,2,0,2,0,... (e)1,9,25,49,81,... (f)0,3/2,—2/3,5/4,—4/5,7/6...
() 0,3,2,5,4,. .. (h) 1,3/2,2,5/2,3,... (i) —4,-2,—4,-2,...

6. Classifique as sequéncias do Exercicio 5 quanto a limita¢do e monotonia e selecione de (e), (f) e

(i) uma subsequéncia crescente. Qual daquelas sequéncias possui uma subsequéncia constante?

7. Considere as funcdes f (x) = cosx, g (z) = senz e h(z) = (1 +z) . Encontre expressoes para as

derivadas de ordem n dessas funcées, no ponto x = 0.
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8. Determine o sup e o inf das seguintes sequéncias:

3n? 2m 2 1 3In2
2yn ®an=lp @e=g Ty @a=1-0 (@am= 5

(f) an=Inn (g) a, = —n%+n.

() an =

9. Construa uma sequéncia {a,} cuja distancia entre quaisquer dois termos consecutivos ¢é igual 4.

10. Dé exemplo de uma sequéncia {a,} com as seguintes caracteristicas: os termos de ordem par
estao entre 3 e 4, os termos de ordem fmpar estao entre 4 e 5, mas a,, se aproxima do nimero 4,

a medida que o indice n vai aumentando.
. N . o 2 (2n+2)7'r . .
11. Considere a sequéncia de termo geral a,, = 1 + g sen g Escreva os 10 primeiros termos da

sequéncia {a,} e calcule ago;.

12. Se a, = (—1)" +2/n, n € N, calcule o valor de: 2 - sup (ay,) + 3 - inf (ay,) .

1.2. SEQUENCIAS CONVERGENTES

1. Falso (F) ou verdadeiro (V)7 Procure justificar as afirmagoes falsas com um contraexemplo.

(a) Toda sequéncia convergente é limitada.

(b) Toda sequéncia limitada é convergente.

(¢) Toda sequéncia limitada é mondtona.

(d) Toda sequéncia monétona é convergente.

(e) A soma de duas sequéncias divergentes é divergente.

(f) Toda sequéncia divergente é nao mondtona.

(g) Se uma sequéncia convergente possui uma infinidade de termos nulos, seu limite é zero.
(h) se uma sequéncia possui uma subsequéncia convergente, ela prépria converge

(i) Uma sequéncia alternada ¢ necessariamente divergente.

(j) Toda sequéncia decrescente limitada ¢ convergente e seu limite é zero.

(k) Se uma sequéncia {a,} diverge, entao {|a,|} também diverge.



COMPLEMENTOS & EXERCICIOS SEQUENCIAS NUMERICAS 3

(1) Se |ap+1 — an| — 0, entao {a,} é convergente.
(n) Se a sequéncia {|a,|} converge para zero, entdo {a,} também converge para zero.
(o) Se ap < by, Vn, {a,} crescente e {b,} convergente, entao {a,} converge.

(p) Se {a,} é convergente, entao {(—1)" a,} também converge.

nay

(q) A sequéncia {a,} definida por a; =1 e apy1 = 1
n

¢ convergente.

(r) A sequéncia {a,} definida por a; =1 e ap+1 = 1 — a, é convergente.

Ap+1
an

=1[< 1, entao lim a, =0.
n—oo

(s) Sea, #0,Vn, e lim

(t) Se |ap+1 —an| =1, Vn, entdo {a,} é divergente.
(u) Se (-1)"a, é convergente e a,, > 0, Vn, entdao a, — 0.

(v) Se {an} ¢ decrescente e a,, >0, Vn > 10, entdo {a,} converge.

2. Dé exemplo de duas sequéncias {a,} e {b,}, com lim a, = 0, e tal que {a,b,} seja divergente.
n—oo

Por que isso nao contradiz o Critério do Limite Zero?

3. Usando a definicao de limite, prove que:

1
(a) lim — ==
n—oo 2n — 1 2

. 5 : 1
©) Jim 575, =0 @ Jim (24]) =2

4. Calcule o limite das seguintes sequéncias:

n—1 1 <3>"3 Inn 4n? — 3n n2 n2

(@) 1 ®) 32+ 13 (© @5

(k) nt/m (1) nsen (7/n) (m) 2"/e™ (n) Yn?+n (o) vVn+1—+/n

n o (_oyn n n n V/n2 sen (n?
(p) ¥a, a>0 <q>3i’+f+((_2)2)n <r>3nl1 <S>(n:+11) “’fnm()

5. Em cada caso verifique se a sequéncia {a,} é convergente ou divergente.
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10.

11.

. Prove que lim (3" +4")/" = 4. Se a,b > 0, mostre que lim (a” + b")

WVEFI-VE WG O s Oy
n? n? n" .3.5....-(2n — n3
© g gr O @D fen (") —senn
~n o (=D N A n! n?
Og+as 0 [ 0y O e

(m) In(e” —1)—n  (n)cos(nm) (o) Vn2+1—+/n+1 (p) sen (nm/2)

Un — max {a,b} .
n—00 n—00

Se |r| < 1, use o Critério da Razao 1.3.17 para mostrar que lim nr™ = 0. Se r > 1, mostre que
n—oo

Iim " =o00. Eser < —17
n—oo

Dado um ntimero real r seja S, = 14+7+7r2+---+7r""1 n € N. Mostre que S,, — 7S, =1 —7" ¢

se |r| < 1, use essa relacdo e deduza que

1
lim S, =

n—o0 1—r

Agora, identifique a sequéncia v/2, v/2v/2, 1/2v/2v/2, .. . com aquela de termo geral a,, = 95 i+ tan

e calcule seu limite.

Dois procedimentos foram usados ao calcular lim(1/n+1/n+1/n+---+1/n) (soma com n

parcelas). Explique qual o procedimento correto.
(a) Simplificando a expressao:
. . 1
lim(1/n+1/n+4---+1/n) =1lim (n X ) =1
n
(b) Usando a propriedade 1.3.7(a):
lim(1/n+1/n+---+1/n)=liml/n+liml/n+---+1lim1/n = 0.
Most I - i il ") = 0. Na duto de limites!
ostre que lim sen(?) . sen(ﬁ) . sen(ﬁ) e sen(ﬁ) = 0. Nao use produto de limites!

Em uma calculadora uma sequéncia é gerada introduzindo-se um niimero e pressionando-se a tecla

. Em que condic¢oes a sequéncia tem limite?
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12.

13.

14.

15.

Seja f : R — R uma fungao derivdvel, sendo f(0) = 0. Calcule lim nf(1/n). Quanto vale
n—oo

lim n arctg(1l/n)?

n—oo

Seja f : R — R uma fungao derivavel tal que f(z) > —1, Vz, e lim f(xz) = 0. Dé exemplo de

r—00

In(1+ f(n))
fn)

Considere a sequéncia {a,} definida pela recorréncia: a; =1 e a, = a,—1 + cosa,—_1, para n > 2.

uma tal fungao e calcule o limite da sequéncia a,, =

Mostre que {a,} ¢ monétona limitada (convergente) e que lima,, = 7/2.

Uma populagao estdvel de 35.000 péssaros vive em trés ilhas. Cada ano, 10% da populagao da
ilha A migra para ilha B, 20% da populagao da ilha B migra para a ilha C e 5% da populagao da
ilha C' migra para ilha A. Denotando por A,, B, e C,, respectivamente, os nimeros de passaros
nas ilhas A, B e C, no n-ésimo ano antes da ocorréncia da migragdo e admitindo a convergéncia
das sequéncias {A,},{B,} e {C,}, dé uma aproximagao do mimero de passaros em cada ilha apés

muitos anos.

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 1.1

1.

2.

3.

4. A sequéncia a, =

(a) 1,1/3,1/5,1/7 (b) vV2—-1,V/3-v2,2—-3,V/5-2 (c) —1,2,-3,4.

Os pontos (1,a1),(2,a2) e (3,a3) estao fora da faixa; o ponto (4,a4) estd na fronteira e a partir
de n =5 todos os pontos (n, a,) estdo dentro da faixa, como sugere a figura abaixo.

A

_y=6/5

I ~y=1
—— }

././,E ~y=4/5
1 2 3 4 5

@ {5 O {2 @D @ {-n} (@) {(-)"n} () {n}.
(1" -1

é limitada e nao mondtona e a subsequéncia ag, 1 = 5
n 7 —

1 é crescente.
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10.

11.

12.

(@) 1/ (b) L+ (=D)"1/2 () 1/2" (d) 1+ (=1)" (e) 2n—1)* (F) (-1)" +1/n

n+1
2

(8) (=1)"+n (h) () =3+ (=1)".

. Limitada: (a), (b), (c), (d), (f) e (i); crescente: (e) e (h); decrescente: (a) e (c). Em (e), (f)

e (i) as subsequéncias pares sao crescentes e (b), (d), e (i) sdo as tinicas que possuem subsequén-
cias constantes. Recorde-se que uma sequéncia possui uma subsequéncia constante quando essa

constante se repetir uma infinidade de vezes.

f™(0) = cos(nm/2); g™ (0) = sen(nw/2); h™ (0) = (-1)"n!

. Recorde-se que o infimo de uma sequéncia crescente é o seu primeiro termo. No caso em que a

sequéncia é decrescente, seu primeiro termo é o supremo.

—n?+n | 2%/nl | 2/(Bn—4) | (-2)" | 1-1/n | Inn | 3n?/ (n? +n)

sup 0 2 1 o0 1 o0 3

inf —00 0 -2 —00 0 0 3/2

. Considere sequéncia de termo geral: a, =2 (—1)".

Se a, =4+ (—1)""! /n, entdo ag, = 4 — ﬁ estd entre 3 e 4, as,_1 = 4 + 2n1_1 estd entre 4 e 5 e,

alem dissso, lima,, = 4.
ago1 = 2.

2 -sup (ap) + 3 - inf (a,) = 4.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 1.2

2.

(@) V. (b)F (o) F (d)

FolegF OF @V F OF GF (WF OF (n)F
WV @V @F @V ©OF sV )V WV (v)V,

2

Considerando as sequéncias a, = 1/n e b, = n”, entdo a sequéncia a,b, = n é divergente com

limite co. Nesse caso, a sequéncia b, ndo é limitada, como exige o referido critério.
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3. Vejamos o item (a), como ilustragao. Temos:

2n —2n+1
4dn — 2

<eon>1(2+1/e).

<e<=
‘5 in—2

A dltima desigualdade sugere escolher o nimero natural ng, de modo que ng > 1/2 + 1/4e, e

teremos comprovado a definigao.

4 (@)1 (b0 (0 ()4 (1 (f)¥e (®1/5 )0 (1) -3/2 (e K1 )7 (m)
0 (1 (0)0 (p)1 (a)1/3 (r)oo ()0 (t)0

5. Recorde-se que convergir é ter limite finito. Assim, uma sequéncia (a,) é divergente quando nao

tiver limite ou lim a,, = *o0.

(a) Divergente (lima, = c0).
(b) Convergente (segue do Critério da Razao que lima,, = 0).
(c) Convergente (lima, =0).

(d) Convergente (lima, =1).
2

(e) Convergente (lima, = lim 4712771_1 =1/2).
(f) Divergente (lima, = c0).

(g) Convergente (lima, =0).

(h) Convergente (lima, = 0).

(i) Convergente (lima, = 0).

(j) Convergente (lima, = 1/e).

(k) Convergente (lima, =0).

(1) Divergente (lima, = c0).

(m) Convergente (lima, = 0).

(n) Divergente (nao tem limite).

(o) Convergente (lima, =0).

(p) Divergente (nao tem limite).
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Considerando que lim (3/4)" = 0, temos:

3\ " 1/n
lim (3" 4+ 4™)Y/™ = 41im [1+ <4> ] =4.

n+1
:\7‘|( >—>|r|<1.
n

Basta observar que:
An+41

n

. Para comprovar a relagao (1 +r+r4+-- 4 r”fl) (1 —r) = 1—r" é suficiente distribuir o produto

. Para

do lado esquerdo. Se |r| < 1, entdo ™ — 0 e, sendo assim, lim (r +r2 4.4 r") =1
—r

r = 1/2, obtemos lim (% + i + % + -+ 2%) =1 e, conseqiientemente, lima,, = 2.

. O procedimento (b) nao estd correto, porque na Propriedade 1.3.7(a) o nimero de parcelas ¢ fixo,

isto é, nao muda com o indice n.

Use o Critério do Confronto, observando que:

0 < |sen( T

) sen() - sen( ) .....sen(l)) < ‘sen(%)‘ 0.

32 42 n?
A sequéncia convergird se o nimero x introduzido na calculadora for igual a +£1.

Usando a definigao de derivada, é facil deduzir que lim nf(1/n) = f'(0). Para f (x) = arctgz,

temos [’ (z) e daf f'(0) =1. Assim, lim narctg(l/n) = 1.
n—oo

T 1442
A funcéo f (z) = —exp (—3:2) atende as condigoes exigidas e usando a regra de L’Hopital encontra-

se lima, = 1.
A sequénca {ay} é crescente e 0 < a,, < 7/2. Se | =limay,, entdo [ =1+ cosl e, assim, [ = 7/2.
De acordo com o processo migratério, temos:

Apt1 =(09) A, +(0.05)C,, Bpy1=(01)A,+(0.8)B, e Chi1 =1(0.95)C, + (0.2) B,.

Denotando, respectivamente, por A, B e C os limites das sequéncias {A,} ,{B,} e {Cy}, encon-

tramos 10.000 na ilha A, 5.000 na ilha B e 20.000 na ilha C.



